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Аннотация. Представленное в статье исследование посвящено про-

блемам изучения в школе одного из базовых математических понятий – 

понятия функции. Вопросы восприятия, трактовки и употребления неод-

нозначного понятия функции уже давно находятся в поле зрения отече-

ственных и зарубежных ученых, так как функциональная линия является 

центральной в математике и экспериментальных работах по моделирова-

нию реальных жизненных ситуаций. Поскольку трудности интерпретации 

функций осложняют процесс усвоения учащимися соответствующих раз-

делов школьного курса математики, авторы статьи фокусируют свое 

внимание на особенностях восприятия школьниками понятия функции, 

возможностях использования в учебном процессе различных примеров 

применения функций в повседневной жизни и на развитии способностей 

учащихся интегрировать и применять варианты данного понятия. Все 

эти взаимоувязанные между собой аспекты методики и практики препо-

давания рассматриваются через призму деятельностного подхода, где ин-

струментом часто выступают компьютерные технологии. 

Чтобы помочь учащимся овладеть концептуальным пониманием 

функций как объектов, которые можно включать в новые математические 

контексты и конструкции (вычисление корней, подстановку выражений 

вместо переменных, изменение параметров, выяснение непрерывности, вы-

числение пределов, производных, первообразных, решение практических 

задач и т. д.), предлагается цикл специальных упражнений, разработанных 

на основе теории APOS («Action–Process–Object–Schema» – «Действие–

Процесс–Объект–Схема») и системы компьютерной алгебры Geogebra. Опи-

сываются примеры заданий, подтверждающие наглядность программы, це-

лесообразность и эффективность ее применения в педагогической практике. 
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Abstract. The research is devoted to teaching one of the basic mathe-

matical concepts – the function – in the secondary school. Regarded as the 

key instrument of mathematics and experimental modeling, the notion of 

function including its perception, interpretation and application have always 

been under the scrutiny of Russian and foreign scientists. The authors focus 

their attention on specificity of students’ perception of the above concept, in-

tegrated in teaching process, and provide several examples of functions, ap-

plied in different spheres of everyday life, in order to develop students’ opera-

tional skills and competences related to mathematical functions. All the inter-

related aspects of teaching methods and practices are considered on the basis 

of activity approach and information technologies. 

The paper recommends a series of particular exercises, based on the 

APOS theory (Action – Process – Object – Scheme), along with the Geogebra 

courseware to help students master their conceptual understanding of math-

ematical function, and its operational options in various mathematical con-

texts (e.g. calculating the roots, estimating the limits and derivatives, chang-

ing the parameters, solving practical problems, etc). The assignment samples 

demonstrate visibility of the courseware and effectiveness of its application in 

practical teaching. 

Keywords: function, e-learning, activity approach, Geogebra mathe-

matical courseware, APOS theory (Action – Process – Object – Scheme). 

 

Проблемы, связанные с восприятием, трактовкой и употребле-

нием неоднозначного понятия функции, уже давно находятся в поле 

внимания отечественных и зарубежных научных исследований. Ин-

терес к этим вопросам не удивителен, так как функциональная ли-

ния является центральной в математике и экспериментальных рабо-

тах по моделированию реальных жизненных ситуаций. И учебные 

программы математических дисциплин, и огромное количество на-

учных изысканий в области математики сосредоточены на аспектах 

приложения числовых функций и поискам взаимосвязи между их 

различными представлениями. Примером последних является публи-

кация Дубинского и Харела [6]. Трудности интерпретации понятия 

функции описаны во многих источниках, посвященных вопросам 

графического представления информации [7, 8]. Положения некото-

рых работ строятся на историческом, эпистемологическом и когни-

тивном анализах понятия функции [9, 10, 11, 12]. 
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Наше исследование сфокусировано на трех основных линиях: 

● восприятие учащимися понятия функции и основные пси-

хологические проблемы этого восприятия; 

● пути преодоления затруднений, обусловленных многообра-

зием определений понятия функции как в школьном, так и в ву-

зовском курсах математики; 

● использование компьютерных технологий в преодолении этих 

затруднений. 

Мы попытались установить связи между восприятием школь-

никами понятия функции, различными примерами функций и спо-

собностями учащихся интегрировать и применять варианты дан-

ного понятия. Эти связи образуют модель, объединяющую три ос-

новных компонента: определение функции, примеры ее использо-

вания в повседневной жизни и различные способы анализа функ-

ций. Модель рассматривается через призму деятельностного под-

хода, где в качестве инструмента часто выступают компьютерные 

технологии. Их использование при введении и усвоении понятия 

функции удобно потому, что данное понятие относится к абстрак-

тным и, как показывает опыт, с большим трудом воспринимается 

учащимися: функция видится им как некая формула, и они не мо-

гут до конца прочувствовать ее суть [1]. Компьютерная графика 

усиливает наглядность изучаемых объектов и понятий, особенно 

абстрактных, и предоставляет учащимся возможность увидеть их 

не только статично, но и в динамике, а в нашем случае еще изу-

чать, исследовать функции и их свойства при помощи интерак-

тивных моделей. 

Нами был разработан цикл упражнений на базе системы 

компьютерной алгебры Geogebra. Упражнения составлены с целью 

помочь учащимся в овладении концептуальным пониманием функ-

ций как объектов, которые можно включать в новые математиче-

ские контексты и конструкции (при вычислении корней, подста-

новке выражений вместо переменных, изменении параметров, вы-

полнении арифметических операций над функциями, построении 

обратных и сложных функций, исследовании функций, выяснении 

непрерывности, вычислении пределов, производных, первообраз-

ных, решении практических задач). 
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Внедрение системы динамической алгебры Geogebra в про-

цесс обучения математике дает новые возможности не только уча-

щимся, но и преподавателям. Что делает Geogebra привлекатель-

ной для освоения понятия функции? Во-первых, в отличие от мно-

гих других эта программa проста в использовании, не требует дол-

говременной подготовки и изучения принципов ее работы. Во-вто-

рых, благодаря тому, что в данном программном продукте пере-

плетены алгебраическая и геометрическая концепции, при объяс-

нении, например, дифференцирования функций можно рассмот-

реть понятие производной функции как с точки зрения алгебры, 

так и геометрического смысла. Кроме того, программа за счет ко-

манд встроенного языка обладает богатыми возможностями опе-

рирования функциями (построения графиков, вычисления корней, 

экстремумов, интегралов и т. д.). 

Методы нашей работы во многом схожи с концепцией APOS, 

разработанной группой ученых во главе с Э. Дубинским [7] и наз-

ванной «Действие – Процесс – Объект – Схема» (Action – Process – 

Object – Schema). Согласно принципам APOS, действие представ-

ляет собой физическую или умственную трансформацию объектов 

для получения других объектов. Процесс выкристаллизовывается 

из действий в том случае, когда человек проявляет способность 

отображать и сознательно контролировать их. Процесс инкапсули-

руется в объект в случае, если «индивид обретает осведомленность 

о всеобщности процесса, осознает, что преобразования способны 

обеспечить некий результат, и способен планировать такие преоб-

разования. Схемы интегрируются в данную теорию как структур-

ные организации действий, процессов и объектов» [8]. Схема пред-

ставляет собой конечный результат процесса структуризации. В сво-

их работах Э. Дубинский отмечает, что схема – не линейный набор 

элементов, а циклическая взаимообратная система. 

Объекты охватывают весь спектр математических понятий: 

числа, переменные, функции и топологические пространства, век-

торы, векторные пространства и т. д. Каждое из них может быть 

построено отдельно в какой-то момент или в ходе его математиче-

ского развития. Далее действия должны быть интериоризированы, 

т. е. в сознании человека должны построиться внутренние мен-

тальные структуры, связанные с действиями. Интериоризирован-
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ное действие и есть процесс. Интериоризация позволяет «ощущать» 

действие, комбинировать его с другими действиями. Например, 

учащийся может интериоризировать нахождение производной 

функции и успешно использовать то же действие по отношению 

к множеству других функций с помощью разных методов, кото-

рым в основном учат в школьном курсе математике. Если процесс 

интериоризирован, учащийся может преобразовать его, чтобы ре-

шить задачи, в которых дана функция и необходимо найти другую 

функцию, чьей производной является заданная в задаче. Здесь 

уже речь идет о процессе интегрирования, тоже сначала являю-

щийся действием, которое потом должно быть интериоризировано 

в процесс. 

Динамический процесс может быть свернут (инкапсулиро-

ван) в статический объект, который участвует в новых действиях 

и при необходимости может развернуться в процесс или даже дей-

ствие (см., например, [5, с. 20]). Инкапсуляция – аналог «тематиза-

ции процесса» по Ж. Пиаже [3, с. 94]. 

Интериоризация обоих видов процессов, дифференциации 

и интегрирования, – необходимое условие для понимания основ-

ной теоремы алгебры. 

Другой способ создания новых процессов – это объединение 

двух или нескольких уже существующих процессов. В добавление 

к нему процессы можно преобразовывать в действия. Множество 

функций следует рассматривать как объекты, а так как функции 

изначально представляют из себя процессы, то учащиеся должны 

инкапсулировать их в эти объекты [8]. Таким образом, схема, со-

стоящая из действий и объектов, – циклическая и взаимообратная 

система. 

Приведем примеры заданий, подтверждающие наглядность 

программы Geogebra и целесообразность ее применения в ключе 

деятельностного подхода и на основе теории APOS. Тема «Преобра-

зование графиков функций» изучается в курсе 8-го класса обще-

образовательной школы, и к началу ее изучения, согласно учебни-

ку А. Г. Мордковича [2], учащиеся знакомы уже с тремя функция-

ми: линейной y = kx + m, квадратичной y = kx2 и обратной пропор-

циональностью у = 
k
x
. 
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Для изучения параграфа «Как построить график функции 

y = f(x + l)+m , если известен график функции y = f(x)» упомянутого 

выше учебного комплекта нами были взяты за основу функции 

y = x, y = x2 и у = 
1
x
. 

Восьмиклассникам предлагается преобразовать графики 

функции, зависящие от трех параметров a, l и m. У учащихся есть 

возможность, поставив галочку напротив интересующей их функ-

ции, рассмотреть каждую из них в отдельности и, меняя значения 

параметров с помощью ползунков справа, пронаблюдать, какие 

преобразования происходят при этом с графиком (рис. 1). 

 

 

Рис. 1. Преобразование графика квадратичной функции 

Первое задание заключается в выяснении, на что влияет ка-

ждый из параметров, в нашем случае меняющийся в пределах от –5 

до 5. Вначале предлагается менять параметры по одному и пооче-

редно для каждой функции. При преобразовании графика на ко-

ординатной плоскости остается образ изначальных функций 

f1(x) = x, f2(x) = x2 и  
3

f x= , чтобы учащимся было легче обнару-

жить зависимость между параметрами и изменениями графиков 

(рис. 2). На данном этапе реализуются первые два компонента 

теории APOS: после неоднократного выполнения однотипных дей-

ствий над графиками функций они в сознании учащихся инте-

риорезируются в процессы. 
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После этого учащиеся должны заполнить таблицу на основе 

своих наблюдений: 
 

№ 
Функция 

(название, 
уравнение) 

График фун-
кции (назва-
ние, схема-
тическое 

изображение) 

Влияние ко-
эффициента 

a 

Влияние ко-
эффициента 

l 

Влияние ко-
эффициента 

m 

1.      

2.      

3.      

 

Переход к следующему этапу – Object – происходит, когда 

учащиеся самостоятельно провели анализ и функции и их графики 

стали представлять для них некоторые объекты со своим набором 

свойств, возможностями и способами преобразований. 

Для закрепления полученных навыков школьники письменно 

отвечают на следующие вопросы: 

1. Рассмотреть любую из трех функций и выяснить, как вли-

яет на график параметр a, когда: 

a. |a| > 1 

b. 0 < |a| < 1 

c. a < 0 

d. a = 0 

2. Рассмотреть любую из трех функций и выяснить, как вли-

яет на график параметр l, когда: 

a. l > 0 

b. l < 0 

c. l = 0 

3. Рассмотреть любую из трех функций и выяснить, как вли-

яет на график параметр m, когда: 

a. m > 0 

b. m < 0 

c. m = 0 

4. Для данных функций, опишите преобразования, которые 

произойдут с графиком базовой функции f(x). 

a. f(x) = x2; h(x) = 3(x – 4)2 + 2 

b. f(x) = x; g(x) = – (x – 1) – 3 

c. ( )f x x= ; ( ) 2,5 5 5t x x= + −  
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5. Для данных преобразований запишите уравнения функций: 

a. График квадратичной функции f(x) = x2 отображен относи-

тельно оси х, перемещен вверх на две единицы и влево на четыре. 

b. График функции ( )3
f x x=  смещен вправо на три едини-

цы, вверх на пять единиц. 

В заключение учащимся предлагается самостоятельно сформу-

лировать алгоритм построения графика функции y = a · f(x + l) + m, 

например: 

1) перейти к вспомогательной системе координат, проведя 

(пунктиром) вспомогательные прямые x = – l и y = m, т. е. выбрав 

в качестве начала новой системы координат точку (–l, m); 

2) к новой системе координат привязать график функции 

y = f (x) [6]; 

3) построить в новой системе координат график функции y = a f (x). 

При продолжении изучения темы «Преобразование графиков 

функций» мы предлагаем выполнить еще одно упражнение, кото-

рое выходит за рамки школьной программы алгебры 8-го класса, 

но целесообразно для объяснения учащимся на факультативных 

занятиях. Данное упражнение касается темы «Построение графи-

ков функций y = f(x) ± g(x), y = f(x) · g(x), y = f(x) : g(x)». 

Первая часть упражнения направлена на интериорезацию 

действий в процессы. Покажем часть заданий, которые даются 

учащимся на бланках для самостоятельной работы и анализа. 

1. Используя уравнения данных двух функций f(x) = |x| 

и g(x) = |x + 1|, записать уравнения следующих функций: 

a) h(x) = f(x) + g(x) 

b) k(x) = f(x) – g(x) 

c) l(x) = f(x) · g(x) 

d) m(x) = f(x) : g(x) 

2. Найти значения функций f(x), g(x), h(x), k(x), l(x), m(x) при 

значении аргумента, равном 0; 3; 5; –2; –7; 10. 

3. Проанализировать полученные результаты. 

После этого учитель помогает учащимся сформулировать ал-

горитм построения графика методом алгебраических операций. 

Далее предлагается построить график функции y = h(x) по 

следующему алгоритму: 

1) построить графики функций y = f(x) и y = g(x); 
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2) найти суммы ординат точек графиков этих функций при 

одних и тех же значениях аргумента (так как сумма линейных 

функций есть линейная функция, то достаточно найти суммы ор-

динат угловых точек, т. е. при x = 0 и x = –1, и по одной точке при 

x > 0 и x < –1; 

3) построить график функции y = h(x). 

При построении графика функции y = k(x) достаточно по-

строить графики функций y = f(x) и y = –g(x), и искомый график 

строится как сумма этих функций. «При умножении (делении) на-

до предварительно переводить отрезки (ординаты) в числа, а по-

том, перемножая (деля) эти числа, наносить на плоскость соответ-

ствующие им точки. При делении следует помнить, что y = g(x) не 

должно обращаться в нуль» [4, с. 20]. На данном этапе арифмети-

ческие действия сложения, умножения и деления функций в соз-

нании учащихся формируются в ментальные объекты «сумма», 

«произведение» и «частное двух функций». 

После рассмотрения алгебраических способов сложения, умно-

жения и деления функций рекомендуется перейти к разбору геомет-

рических способов, которые дают учащимся «представление о новых 

для них примерах использования простейших геометрических пре-

образований» [4]. Для изучения данного метода учащимся предлага-

ется очередное упражнение, сделанное в программе Geogebra. 
 

 

Рис. 3. Операции над функциями 
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На «полотне» (рабочем поле программы) в левом верхнем углу 

даны два поля для ввода (рис. 3), чтобы учащиеся сами могли вве-

сти нужные им функции f(x) и g(x). В нашем случае уже введены 

уравнения функций f(x) = x2 и g(x) = x2 – 4x и построены их графи-

ки. Ниже определены функции суммы, разности, произведения 

и частного данных функций, графики которых можно посмотреть, 

поставив напротив галочку (рис. 4). Они необходимы для последую-

щей самопроверки после того, как учащиеся выполнят задания. 
 

 

Рис. 4. Частное двух функций 

Разберем графический способ сложения на примере пооче-

редного построения графиков функций y = f(x) + g(x), y = f(x) · g(x), 

y = f(x) : g(x) в данном файле Geogebra. 

Пример 1. Для функций f(x) = x2 и g(x) = x2 – 4x постройте 

график функции y = f(x) + g(x). 

1) на оси Ох постройте произвольную точку M и проведите 

через нее вертикаль MN; 

2) через произвольную точку A, принадлежащую графику 

y = g(x), проведите вертикаль; точку ее пересечения с графиком 

функции y = f(x) назовите B; 

3) постройте отрезок АМ; 
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4) опустите перпендикуляр из точки В на прямую MN, осно-

вание перпендикуляра обозначьте К; 

5) через точку К проведите прямую, параллельную прямой 

МА, до ее пересечения с прямой AB. Точка пересечения – точка 

графика функции y = f(x) + g(x) (рис. 5); 

 

 

Рис. 5. Построение графика суммы двух функций 

6) для точки A1 выберите команду «оставлять след» и начните 

перемещать точку А вдоль графика функции y = g(x). Поставьте 

галочку напротив h(x) = f(x) + g(x) и проверьте сходство появивше-

гося графика и следа точки А (рис. 6). 

Доказательство того, что точка A1 является искомой, учащим-

ся предлагается выполнить самостоятельно, основываясь на прин-

ципе алгебраического способа, признаках равенства треугольни-

ков и свойствах параллельности прямых. Далее можно рассмот-

реть для этих же функций геометрический способ умножения и де-

ления функций, но это целесообразнее сделать после прохождения 

темы «Подобие треугольников», так как доказательство того, что 
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A1 – искомая, строится на основе подобия соответствующих тре-

угольников. 

 

 

Рис. 6. График суммы двух функций 

Пример 2. Для функций f(x) = x2 и g(x) = x2 – 4x постройте 

график функции y = f(x) · g(x): 

1) на графике функции y = g(x) отметьте произвольную точку 

А и проведите через нее вертикаль до пересечения с графиком 

функции y = f(x). Точку пересечения назовите буквой В; 

2) через точку А проведите горизонталь до ее пересечения 

с прямой х = 1. Точку пересечения назовите M1; 

3) проведите прямую OM1; 

4) через точку В проведите горизонталь до ее пересечения 

с биссектрисой первого (третьего) координатного угла. Точку пере-

сечения назовите M2; 

5) через точку M2 проведите вертикаль до ее пересечения 

с прямой OM1. Точку пересечения назовите M3; 

6) через точку M3 проведите горизонталь до ее пересечения 

с прямой АВ. Точка A1 – точка пересечения прямых – точка гра-

фика y = f(x) · g(x) (рис. 7); 
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Рис. 7. Построение графика произведения двух функций 

7) для точки A1 выберите команду «оставлять след» и начните 

перемещать точку А вдоль графика функции y = g(x). Поставьте 

галочку напротив h3(x) = f(x) · g(x) и проверьте сходство появивше-

гося графика и следа точки А (рис. 8). 
 

 

Рис. 8. График произведения двух функций 
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Пример 3. Для функций f(x) = x2 и g(x) = x2 – 4x постройте 

график функции y = f(x) : g(x): 

1) через произвольную точку А, принадлежащую графику 

функции y = g(x), проведите горизонталь до ее пересечения с пря-

мой х = 1. Точку пересечения назовите M1; 

2) через точку А проведите вертикаль. Точку ее пересечения 

с графиком функции y = f(x) назовите В; 

3) проведите прямую OM1; 

4) через точку В проведите горизонталь до ее пересечения 

с прямой OM1. Точку пересечения назовите M2; 

5) через точку M2 проведите вертикаль до пересечения с пря-

мой у = х. Точку пересечения назовите M2; 

6) A1 – точка пересечения прямой АВ с горизонталью, прове-

денной через M2 – точку графика функции y = f(x) : g(x) (рис. 9); 

 

 

Рис. 9. Построение графика частного двух функций 

7) для точки выберите команду «оставлять след» и начните 

перемещать точку вдоль графика функции y = g(x). Поставьте га-

лочку напротив h4(x) = f(x) : g(x) и проверьте сходство появившего-

ся графика и следа точки А (рис. 10). 
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Рис. 10. Результат построения графика частного двух функций 

Рассматривая в ходе выполнения описанных и подобных уп-

ражнений в системе алгебраический и геометрический способы сло-

жения, умножения и деления функций, мы полностью реализуем 

теорию «Действие – Объект – Процесс – Схема» Э. Дубинского. Часть 

разработанных нами заданий предназначена для факультативных 

занятий, во время которых происходит более глубокое изучение 

функции как объекта. В старших классах (10–11-х) это достигается 

через изучение свойств функций (монотонность, четность, непре-

рывность и др.), дифференцирование и интегрирование, что являет-

ся предметом следующего этапа нашего эксперимента. 

Хотя в настоящее время исследование еще не закончено, но 

по итогам анализа его промежуточных результатов можно сделать 

вывод, что предлагаемый нами цикл упражнений весьма эффек-

тивен. В дальнейшем планируется уделить особое внимание разви-

тию у учащихся навыков работы как с элементарными функция-

ми, так и более сложными конструкциями. 

Статья рекомендована к публикации  
д-ром пед. наук, проф. В. А. Федоровым 
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