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И.Б.Верников 

СИМПЛЕКТИЧЕСКАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ

На протяжении длительного времени нами исследовались различные 
вопросы симплектической дифференциальной геометрии. В настоящей ра
боте мы хотим систематизировать полученные нами в различное время 
результаты.

Так как большинство их опубликовано, то мы не будем приводить 
полных формулировок и тем более доказательств, отсылая читателя к 
указанным публикациям.

Можно выделить следующие основные направления нашего исследова
ния: теорию множеств лагранжевых подпространств линейного симплекти- 
ческого пространства: теорию подмногообразий аффинно-симплектическо- 
го пространства: введение на симплектич»ском многообразии согласо
ванной с его симплектической структурой линейной связности; теорию 
пространств симплектической связности.

Теория множеств лагранжевых подпространств 
линейного симплектического пространства

В наших работах изучается симплектическое пространство над полем 
действительных чисел (R).

Определение 1. Линейное пространство над полем R. называется 
симплектическим. если на нем задана невырожденная кососимметричес
кая билинейная форма, т.е. задано отображение Ѵх V  -► R 
удовлетворяющее условиям билинейности. невырожденности
(%-(х,ѵ)=0*>х_^0 ) и кососимметричности (%Tx;y)=-cjrCy,?)).

Вместо %  О<»У) условимся писать ( X , У) . называя значение 
формы ф  , У ) скалярным произведением >Г на У . В силу невы
рожденности симплектическое пространство конечной размерности явля
ется четкомерным, через S V ^ n С R-) обозначим 2. п - мерное симп- 
.гектачеекое пространство над полем R .



Определение 2. Ортогональным дополнением И 
подпространства U симплектического пространства ЗУгп 
называется подпространство U1 * { « •  S  VanIV x)*Oj.

Определение 3. Подпространство Ü симплектического прост
ранства SVtn (R) называется лагранжевым, если U - U (при этом 
t| = i  dfmSVtn -  n ) .

Лагранжевы подпространства S V an С R )  и их множества играют 
значительную роль в приложениях симплектической геометрии.

Определение 4. Множество всех лагранжевых подпространств 
симплектического пространства называется его лагранжевым грассмани- 
аном и обозначается L (V) . лагранжевы подпространства X. У на
зываются трансверсальными. если X Л У  = {Г

При изучении L (V) в (Я)нами получены следующие ре
зультаты: 1) лагранжев грассманиан L(V) охарактеризован как 
однородное пространство; 2) множество упорядоченных пар трансвер- 
сальных лагранжевых подпространств охарактеризовано как однородное 
пространство; 3) найдена полная система упорядоченной тройки лаг
ранжевых подпространств; множество всех таких троек разбито на 
классы, каждый из которых охарактеризован как однородное пространс
тво; 4) при некоторых ограничениях найдена полная система инвариан
тов упорядоченных четверок лагранжевых подпространств; множество 
всех таких четверок при некоторых ограничениях разбито на классы, 
каждый из которых охарактеризован как однородное пространство; 5) 
указаны условия, при которых упорядоченная пятерка лагранжевых 
подпространств образует репер симплектической группы в LCV,) ; 6) 
определено понятие координатного репера L (V) и координат 
точки из L С в координатном репере. Полная формулировка и
доказательство этих результатов опубликованы нами в [1]. В работе
[2] аналогичным способом исследуется лагранжев грассманиан эрмитова 
пространства.

Теория подмногообразий аффинно- 
симплектического пространства 

Определение 5. Аффинно-симплектическим пространством 
( А S2.11) называется аффинное пространство, пространство переносов 
которого является линейным симплектическим пространством.



В ряде наших работ изучалась теория поверхностей А^>г.п> 
представляемых в виде

X -  X  (U , U , ... іЛ ) (2.1)
для поверхности размерности К . При этом отдельно рассматривались 
случаи четномерной ( К = 2.т> и нечетномерной ( поверхности.

Определение 6. Симплектическим И-слоем в точке И поверхности
* '-Л п называется совокупность соприкасающихся плоскостей

поверхности в этой точке, заданных в порядке воз
растания степени их соприкосновения с поверхностью, и группы, явля
ющейся подгруппой стационарнооти симплектической группы пространс
тва для указанной совокупности плоскостей.

В обоих случаях ( к - 2 т и к - 2 ш - 1 )  нами решена задача отыс
кания полной системы инвариантов двух m-слоев, определяемых в бес
конечно близких точках И и И поверхности. Точнее говоря, исходя из 
уравнения (2.1) построена система тензоров, через которые указанная 
полная система инвариантов мохет быть выражена. На основе тензоров 
введен и изучен ряд инвариантов четномерной поверхности
X.2.mc ^San< названных кривизнами различного порядка в точке 

а также кривизнами 1-го порядка в точке X&rnc ^ S 2n 
в заданном к-мерном направлении. Введено понятие поверхности посто
янной кривизны.

Достаточно полное изложение указанных результатов и их доказа
тельств дано в работах (3-9).

Введение на симплектическом многообразии 
согласованной с его симплектической структурой 

линейной связности
Определение 7. Симплектическим многообразием называется пара 

(М20 . иг ), где МА(' - дифференцируемое многообразие (класса 
С ) четной размерности 2П ; иг - замкнутая невырожденная диффе
ренциальная два-форма на .

Из данного определения следует, что для каждой точки Х«МгП
касательное пространство Тх MÄn в этой точке к многообразию являет
ся линейным симплектическим пространством.

Линейная связность на многообразии Xл есть дополнительная



структура на нем. позволяющая определить отображение путей на этом 
многообразии на множество изоморфизмов касательных пространств 
(или. как говорят, параллельное перенесение векторов по заданному 
пути).

Если на многообразии задана линейная связность, а Х-векторное 
поле на этом многообразии, то для тензорных полей на нем определя
ется понятие ковариантной производной тензорного поля в направлении 
векторного поля X (если Ст - тензорное поле, то эта производная 
обозначается через Ѵх Ст ).

Если на многообразии X п задана дополнительная структура, то 
интерес представляют такие линейные связности на этом многообразии, 
которые в определенном смысле согласованы с этой дополнительной 
структурой. Примером может служить риманова связность, которая на 
данном римановом многообразии определяется единственным образом. В2п эслучае симплектичѳского многообразия (М . Си ) интерес представля
ет линейная связность на нем, согласованная с его симплектической 
структурой в том смысле, что при параллельном перенесении векторов, 
определяемому этой связностью, сохраняется скалярное произведение 
векторов, индуцируемое на касательных пространствах два-формой ш * . 
Аналитически это требоЕ ется в форме

для любого векторного поля X.
Линейную связность на симплѳктическом многообразии, удовлетворя

ющую этому требованию, естественно назвать симплектической. Оказыва
ется. что симплектическая связность требованием .(3.1) определяется 
неоднозначно, произвол в определении такой связности без кручения 
характеризуется 3-валѳнтным симплектическим ковариантным тензором.

Вводя некоторые дополнительные структуры на счмплектическом 
многообразиям в виде последовательности скалярных полей и ряд тре
бований геометрического характера, нам удалось сконструировать на 
симплектическом многообразии (М2*. (ff2") сймплектическую связность, 
произвол в определении которой характеризуется (2m - 1) скалярными 
полями. При этом учтены различные направления приложений геометрии 
симплектического многообразия. Детальное изложение этих результатов 
содержится в работах [10-13].

(3.1)



Теория пространств симплектической связности
Определение 8. Симплектическое многообразие, на котором зада

на согласованная с его симплектической структурой линейная связ
ность. называется пространством симплектической связности. Если 
кручение этой связности равно 0. то это пространство симметричной 
симплектической связности.

Мы ввели понятие кривизны пространства симметричной симплекти
ческой связности в данном двумерном направлении и доказали теоре
му. аналогичную теореме Шура для римановых пространств, что позво
ляет ввести понятие пространства симплектической связности 
постоянной кривизны. Найдены необходимые и достаточные условия, при 
которых пространства симметричной симплектической связности допус
кают группу движений с максимальным числом параметров.

Эти результаты изложены в работах [14-15].
В заключение отметим, что в данной статье мы ограничились тем 

кругом вопросов симплектической геометрии, по которым нами получены 
оригинальные результаты. В целом же симплектическая геометрия - один 
из актуальных разделов современной математики, находящий приложения 
в классической механике, теории поля, квантовой механике. Представ
ление о современном состоянии этого раздела математики в целом и не
которых его приложениях можно получить из обзора [16].
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