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Методы создания конструкционных материалов основываются на 
использовании закономерных связей между физико-химическими свойст­
вами металлов и сплавов и их внутренним строением. Одним из основных 
средств, позволяющих на практике перестраивать структуру металлов и 
сплавов, служат фазовые превращения. Последние заключаются нередко в 
изменении кристаллической структуры, характерной чертой которого яв­
ляется кооперативность перестройки кристаллической решетки. Классиче­
ским примером превращения такого типа служит у -  а  мартенситное пре­
вращение (МП) в сплавах железа1. Изучение именно этого превращения 
привело к осознанию специфики без диффузионных структурных перехо­
дов и положило начало развитию представлений об особом, мартенсит- 
ном, механизме перехода [1], который, как выяснилось, вообще типичен 
для превращений кристаллической структуры в условиях подавления диф­
фузионных процессов. Последнее обстоятельство позволяет оправдать ин­
терес к мартенситной проблематике со стороны не только прикладной, но 
и фундаментальной науки и служит важнейшим стимулом для развития 
теории у -  а  МП в сплавах железа.

Одно из направлений развития теории у -  а  МП связано с изучением 
закономерностей механизма превращения, проявляющих себя в кристалло­
графии и морфологии мартенситной фазы. Теория кристаллографии мар­
тенсита основывается на постулате о локальном соответствии решеток, 
следующем из экспериментально установленных фактов существования 
ориентационного соответствия между решетками превращающихся фаз и 
макроскопического изменения формы, превращающейся области аусте-

1 В случае у — а  МП высокотемпературная фаза, именуемая аустенитом, имеет 
гранецентрированную кубическую (ГЦК) решетку, обозначаемую сокращенно у. Под 
термином «мартенсит» подразумевается структурная составляющая, которая возникает 
без диффузионно при охлаждении сплава и имеет либо объемноцентрированную куби­
ческую (ОЦК) решетку, либо объемноцентрированную тетрагональную (ОЦТ) решет­
ку; и та и другая обозначается сокращенно а. ОЦТ решетка типична для сплавов вне­
дрения (Fe-C, Fe-N), причем величина тетрагональности растет с ростом концентрации 
внедренного компонента. Для мартенсита сплавов замещения (Fe-Ni, Fe-Mn) более ха­
рактерна ОЦК решетка. Основные черты у -  а  МП в сплавах железа, особенности 
предмартенситного состояния и ретроспектива исследований отражены во многих пуб­
ликациях [1 -14].



нита [15]. Перестройка кристаллической решетки в пределах областей, в 
которых соответствие решеток выполняется, эквивалентна однородной 
деформации, преобразующей одну решетку в другую; изменение формы, 
связанное с превращением, также является однородной деформацией, при 
которой габитусная плоскость кристалла мартенсита1 не искажается и не 
поворачивается. Геометрия конечной однородной деформации представля­
ет значительный интерес при рассмотрении кристаллографии мартенсита. 
К кристаллографическими характеристикам превращения относят ориен­
тационные соотношения между решетками исходной и конечной фаз, га- 
битусную плоскость мартенситной пластины и характер макроскопическо­
го изменения формы области, испытавшей превращение. Задача теории со­
стоит в том, чтобы объяснить все эти характеристики, зная кристалличе­
скую структуру превращающихся фаз и параметры их решеток.

Разработке кристаллографической теории мартенситных превраще­
ний посвящено множество исследований. Достаточно полную картину о 
развитии представлений, составивших фундамент теории, можно полу­
чить, например, из ряда работ [10 -  12]. Что же касается состояния теории 
в целом, то его нельзя признать удовлетворительным. Об этом 
свидетельствуют трудности теории: неспособность ее объяснить с единой 
точки зрения детали отдельных превращений, малоубедительных гипотез, 
устраняющих расхождение предсказаний теории с экспериментом, и как 
следствие -  неконструктивность теории при построении конкретных моде­
лей превращения, а также гракшаке еаязн между морфологическими ха­
рактеристиками отдельного кристалла мартенсита и процессом его образо­
вания, проходящим через стадии зарождения и роста. В подобной ситуа­
ции оправданной представляется постановка задачи, включающей в себя 
критический анализ и пересмотр фундамента существующей кристалло­
графической теории в сочетании с разработкой нового подхода к изучению 
кристаллографии превращения, в рамках которого все свойства 
деформационного преобразования одной решетки в другую, включая и 
возможность преобразования посредством деформации с инвариантной 
плоскостью, рассматриваются последовательно с геометрической точки 
зрения, учитывающей только взаимное расположение узлов в решетках, 
связанных преобразованием. Решение этой задачи и является целью на­
стоящей работы.

1 Наиболее типичной структурной формой мартенситной фазы является пластина 
с малым отношением толщины к другим линейным размерам. Габитусная плоскость 
пластины -  это ее плоские грани или средняя плоскость, если грани сильно изрезаны.



Глава 1. ПОСТРОЕНИЕ СИММЕТРИЧНОЙ ЧАСТИ 
ОДНОРОДНОГО ДЕФОРМАЦИОННОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ РЕШЕТОК

Рассматривается задача об однородном деформационном преобразо- 
вании кристаллических решеток в геометрической постановке, предпола­
гающей учет только взаимного расположения узлов в решетках превра­
щающихся фаз и использование определения мартенситного механизма 
превращения фаз по Г. В. Курдюмову. Устанавливаются все варианты де­
формационного преобразования, ответственного за изменение расположе­
ния узлов, характерного для одной решетки, в расположение узлов, харак­
терное для другой решетки, т. е. за собственно деформацию одной решетки 
в другую в случае взаимного превращения фаз, имеющих ГЦК и ОЦК 
(ОЦТ) решетки.

1. Задача о деформационном преобразовании решеток.
Подходы к ее решению

Следуя основному положению кристаллографической теории мар- 
тенситных превращений, рассмотрим перестройку одной кристаллической 
решетки (обозначим ее X) в другую решетку (обозначим ее г) путем одно­
родной деформации. Такая деформация описывается преобразованием

г = L X , (1.1)
где X и г -  радиус-векторы, определяющие положение одного и того же 
узла в решетках X и г относительно узла решетки X, принятого за начало
О. Решетка X считается известной, т. е. векторы основных трансляций, оп­
ределяющие решетку X, предполагаются заданными. Известным считается 
и взаимное расположение узлов в решетке г. Задача состоит в том, чтобы 
найти тензор L, отображающий решетку X в решетку г. Обсудим некото­
рые подходы к ее решению.

Пусть в решетке X выбрана какая-либо тройка узлов 1, 2, 3, не ле­
жащих на одной прямой, и пусть их положение в решетке X определяется 
радиус-векторами Хь Х2, Х3, а в решетке г -  радиус-векторами гь г2, г3. 
Тогда соответствие между этими радиус-векторами можно выразить, сле­
дуя (1.1), уравнениями:

г; = LXj, і=  1,2,3. ( 1.2)



Разрешая уравнение (1.2) относительно L, получим 

L = i > . - X i, (1-3)
і=|

где1

X1 = [Х2, Х3]/Ѵ, Х2 = [Хз,Х,]/Ѵ, X3 = [Х|, Х2]Л/, (1.4)

Ѵ = (ХЬ [Х2) Х3]).
Формула (1.3) решает задачу нахождения тензора L, если заданы ра­

диус-векторы гі, г2, г3. Последнее предполагает однако интуитивный вы­
бор какой-либо конкретной схемы перестройки решетки X в решетку г, та­
кой, например, как схема перестройки у-решетки в а-решетку, на которую 
впервые указал Бейн [16]. Схеме Бейна соответствуют следующие тройки 
радиус-векторов:

X, = (а г /л/2)е, , Х2 = (а т/л /2)е2 , Х3= а уе3, (1.5)

г. в а «®і. г2 = а«е2 » г3= с ае3,

где 2Ly -  параметр у-решетки, а«*, са -  параметры а-решетки; еь е2, е3 -  
правая тройка взаимно перпендикулярных ортов (еі и е2 направлены в у- 
решетке вдоль осей симметрии второго порядка, а е3 -  вдоль оси сим­
метрии четвертого порядка). Тогда

X1 = (л/2/ат)е, , X2 =(Ѵ 2/аг) е 2 , Х3 =(1/ау)е 3

и тензор L принимает вид

L = (аа Ѵ2 /а г)(е, -е, + е2 -е2) + (са /а т)е3 е3 . (1.6)

Векторы (1.5) определяют в у-решетке объемноцентрированную тет­
рагональную ячейку ОАВСО'АЪ’С' (рис. 1.1), которая растягиваясь в

направлениях еь е2 в аал/2 / а у раз и сжимаясь в направлении е3 в са / ау

раз, преобразуется в ячейку Браве ОЦК-решетки, если са = s ^ ,  и в ячейку 
Браве ОЦТ-решетки, если са> аа. Такая деформация у-решетки ва-ре-

1 Символы a b, [a,b], (a,b), используемые в тексте, означают соответственно тен­
зорное, векторное, скалярное произведение векторов; действие тензора a b на вектор с
определяется правилом a b с = а(Ь,с).



O'

Рис. 1.1. Сдвоенная элементарная ячейка в у-решетке с выделенной ОЦТ 
ячейкой ОАВСО'АЪ'С'

шетку требует минимальных смещений атомов (из-за близости ячеек, 
связанных преобразованием) и, следовательно, отвечает условию1 
Sp(L* L) = min, (звездочка при символе тензора означает транспонирова­
ние). Она называется деформацией Бейна.

Подход, основанный на использовании схем, позволяющих реализо­
вать деформационную перестройку одной решетки в другую, не является 
удовлетворительным по крайней мере в двух отношениях: во-первых, из-за 
отсутствия универсального рецепта неясно, как искать такие схемы в каж­
дом конкретном случае: в о - в т о р ы х ,  никакая заданная схема перестройки 
одной решетки в другую не решает вопрос о перечислении всех вообще 
вариантов перестройки, которые отвечали бы определению мартенситного 
механизма превращения2.

1 В случае симметричного тензора L это условие выражает принцип минималь­
ной деформации.

2 Эти замечания относятся только к реконструктивным МП, при которых группы 
симметрии решеток превращающихся фаз не связаны одна с другой как группа и под­
группа, а сами фазы не теряют механической устойчивости (отсутствуют аномалии в 
поведении упругих свойств и фононном спектре) к началу превращения. Что же касает­
ся дисторсионных МП, то для них разработаны эффективные методы [17], позволяю­
щие анализировать с единой точки зрения все допускаемые симметрией структурные 
переходы в кристаллах произвольной сложности. Достаточно хорошо разработаны и 
основы динамической теории дисторсионных МП [18], [19], связывающей структурный 
переход с конденсацией критических фононов, возможной в условиях термодинамиче­
ского равновесия, если исходная фаза теряет механическую устойчивость относительно 
определенных смещений атомов (концепция «мягкой» моды Гинзбурга -  Кокрена -  
Андерсона [20 -  22]).



Предположим теперь, что ориентация радиус-векторов гь г2, г3 отно­
сительно радиус-векторов Хі, Х2, Х3 не задана, но известны значения gik 
скалярных произведений

g ik = (r i>rk), i. k = 1 ,2 ,3 , (1.7)

т. е. известны длйны радиус-векторов rj, г2, г3 и утлы между ними. В этом 
случае тензор L не определяется однозначно. Действительно, из уравнений 
(1.7) после преобразований

Eik = (LXj, LXk) = (Xj, L*LXk) ,

Х Х '6,к = £ х '(Х „  L-LXt ) = X X ' XiL LXk=LLXk ,
1=1 i=l і=І

Xg,kX Xk = X L L X k Xk = L l / £ x k Xk =L*L
ijc«l k=l k=!

с использованием уравнений ( 1.2) и тождеств

£ х ' - х ^ £ х , - х ' ^ 1 .
1=1 1=1

где I -  единичный тензор, получим уравнение

Е 2 = £ в * Х І-Х\  (1.8)
і,к=1

где Е2 = L* L , что позволяет найти при известных gik только симметрич­
ную часть Е = \  L* L тензора L. Сам же тензор L определяется при задан­
ном Е с точностью до ортогонального преобразования Q:

L = QE, (1.9)
согласно теореме о разложении в произведение тензора второго ранга [23], 
где преобразование Q, будучи вращением1 вокруг оси, проходящей через 
начало О, ответственно за ориентацию тройки радиус-векторов гь г2, г3 
относительно тройки радиус-векторов Х1? Х2, Х3 .

1 На это указывает равенство det Q = 1 , в справедливости которого легко 
убедиіъся, замечая, что значение (-1), возможное для детерминанта ортогонального 
преобразования второго рода, несовместимо с соотношениями det L > 0 , det Е > 0 , 
det L = det Q  det E , следующими из непрерывности преобразования (1.1), определения 
корня квадратного из симметричного тензора L L, равенства (1.9) и теоремы о детер­
минанте произведения тензоров.



Если отказаться от использования схем деформационной перестрой­
ки решетки X в решетку г, то коэффициенты g* в (1.8) следует рассматри­
вать как величины, которые сами подлежат определению. Уравнения, не­
обходимые для этого, можно получить, допуская в соответствии с пред­
ставлениями1 о мартенситном механизме превращения, что ближайшее ок­
ружение узла О в одной решетке образовано узлами, составляющими бли­
жайшее окружение узла О в другой решетке.

Пусть положение этих узлов в решетке X задается радиус-векторами 
Хь Х2, Хо , а в решетке г -  радиус-векторами rs,>rs2 >—>rsn и пусть

а  < sm 2. Радиус-векторы Хі, Х2, Х3 можно выбрать всегда не лежащими в 
одной плоскости и выразить все остальные в виде

Хх= Х (Х ,,Х ‘)Х|( Х=4,5,...,ст, (1.10)
1=1

где X’ определяются формулами (1.4). При деформационной перестройке
(1.1) решетки X в решетку г радиус-векторы (1.10) преобразуются в 

радиус-векторы гх, где

г4 =LXx = І ( Х х>Х')ЬХ, =Х (Х 1;Х')г, (1.11)
Ul Ul

 .................   ....£Г_  ^__Г -  f ТТтт,гхТТ,
І і р іІ П й Д Л & Л ѵ іЯ  і  n A 'J U p j i '  p C y v u j f  v 'C w i v  i  v  p v / 'S  *5^ у v * O w / «  i  W

ров rs , rSj ,..., rSm и углы между ними известны, так как взаимное

расположение узлов в решетке г предполагается заданным. Поэтому,
образуя скалярные произведения векторов (1.11), придем к уравнениям

(l> r,) = £ ( X*’XiXXv>Xk)glk , ( 1.12)
Uc=i

где X,  X'  =  4,5,..., а , относительно коэффициентов g^.

1 По Г. В. Курдюмову для мартенситного механизма превращения характерны 
взаимная согласованность (кооперативность) в перемещениях атомов и ограничения на 
эти перемещения, выражаемые условием: относительные перемещения соседних ато­
мов не превышают по величине межатомных расстояний.

2 Соглашение это не ограничивает общности рассуждений, так как за решетку X 
можно принять любую из двух решеток, связанных однородной деформацией.



Уравнения (1.12) могут иметь несколько различных решений -  gik , 
i, k = 1,2,3, V = 1,2,... Столько же решений будет иметь и уравнение (1.8):

Е<Ѵ)=Л Х Ѵ)Х' ' Хк ’ ѵ=1,2,..., (1.13)
Vijc=i

Решения эти исчерпывают множество всех симметричных тензоров, 
ответственных за изменение расположения узлов, характерного для одной 
решетки, в расположение, характерное для другой решетки, т. е. за собст­
венно деформацию одной решетки в другую, при дополнительном ограни­
чении на изменение расположения ближайших соседей, принятом выше. 
В качестве иллюстрации рассмотрим задачу о построении тензоров (1.13) 
в случае решеток у и а.

2. Преобразование а-решетки в у-решетку

В а-решетке узел О имеет восемь ближайших соседей (рис. 1.2), а в 
у-решетке -  двенадцать (рис. 1.3), поэтому с решеткой X следует отождест­
вить решетку а . Положения узлов, ближайших к узлу О в а-решетке, зада­
дим радиус-векторами Хь ..., Х8. Первые три из них определяются 
формулами:

X, = (-е? + е?) + %-е? = %■[! 1 т]„ ,
I  I I

Х2= ^ (е Г -е ^ )  + ^ е ? = ^ - [ 1 Іт ]0, (1.14)

Х э ^ С е Г + е ^ - ^ - е ^ р П ) .  ,

где e“, e“, е“ -  правая тройка взаимно перпендикулярных ортов, 

направленных так, как показано на рис. 1.2, т = са /а а -  параметр 
. тетрагональности.

Остальные радиус-векторы выражаются через (1.14) в виде
3 3

X* = £ х ( , х 5 = - X , , Хб = - X : , X, = -Х з . X, = - £ Х ,  • (1.15)
І = 1  І = 1

При а  -> у перестройке радиус-векторы (1.15) преобразуются в ради­
ус-векторы



r4 = Z ri .  »*5 =  - г ,  , Гб =  - Г 2 , r 7 =  - r 3 , • « = - Х Гі »  ( 1 Л 6 )
І=1 і-1

принадлежащие набору радиус-векторов, определяющих положения узлов, 
ближайших к узлу О в у-решетке (см. рис. 1.3). Радиус-векторы эти можно 
задать в виде

«•„ =  у (* 2  +  «Л) =  у [011], , rSj -  у ( е }  + е ! [ )  =  у [ 1 01]т ,

-  у^(е? + = у"П 10]т , (1.17а)



rs4 =r„ - r Si, Г,( = rSi- r ^ ,  rs =rh - r M rS7 = - r Si,

»•s. = , гц = , Ты = -r 5j, rS]i = -r Ss, = -Гѵ , (1.176)

где e]', ej, ej -  правая тройка ортов, направленных вдоль осей симметрии 
четвертого порядка у-решетки (см. рис. 1.3).

Уравнения относительно коэффициентов glk = (ri} rk) , где i, k = 1, 2, 3, 
находим, перемножая скалярно радиус-векторы (1.16):

КГ= g „ , )г6Г =g22. КГ =g,3. k r = l r.f  = £ g ,k > О-18)i.k-1
3

(*4 > ~ 8і Л-4 > ^  — 6,7 ,  (г5, г6) — g]2, (г5, Г7 ) — g13, (гб, Г7 ) — g23.
І-І

Радиус-векторы (1.17) имеют одинаковую длину, равную ат/Ѵ2 . Ту
же длину имеют и радиус-векторы (1.16). Учитывая это, из уравнений 
(1.18) получим

811=822 = 833 = < /2  , (1.19а)

812+ 813+823 = -а т/2 . (1.196)

Коэффициенты , где і * к , могут принимать только следующие 

значения: 0, ± а2 / 4 , в чем нетрудно убедиться, перемножая скалярно не- 
коллинеяпнъте пядиус-векторы из набора (1.17). Тогда уравнение (1.196) 
имеет три решения:

gw = -а т /4 > Й ’ = -а ? /4 , g<y=0 ;

g") = -a ^ /4 , gJa* = 0 , gg’ s - a J /4 ;  (1.20)

g,? = 0  , g<33) = -a 2r /4 , ви = _ат / 4;

которым соответствуют три решения уравнения

Е2 = £ ё(кХ! Х \  (1.21)
і.к-1

где

X' = (• ; + т _1е“ ) /а а , X2 =(*: + т ч е")/аа . X3 = «  +е‘ )/а а . (1.22) 

Тензор Е2, определяемый уравнением (1.21), имеет собственные век­
торы е®, е°, е“ , которым соответствуют собственные значения:



“ * ч о о ц

Рис. 1.3. Расположение узлов в у  - решетке

Ef = (ау /а а )2 [l + 2(g23/а 2)], Е22 = (ay/a a)2|l + 2(gl3/a 2)],

Ej =(T lay/a a)2[l + 2(g12/a 2)],

в чем нетрудно убедиться путем непосредственной проверки, учитывая 
уравнения (1.19) и формулы (1.22). Это обстоятельство позволяет перейти 
от уравнения (1.21) к уравнению

Е 2 = Х Е ? е “ -еГ,
і-1

которое можно разрешить относительно Е в явном виде для каждого набо­
ра значений (1.20) коэффициентов g12, gi3, g23 •



E(v)= £ E | v)e“ -e“ , v =1,2,3, (1.23)
1=1

где Ejv), EjV) и Е ^ -  собственные значения тензора E(v).

E<v) = K ^ l + 2 ( g ^ / ^ )  , E<v) = k " 'V Ü 2 ( ^ 7 ^ )  ,

E<v, = T -V 1>/l+2(g[Jv)/aJ) ,

ГДе к = аа / а у , T = c 0 / a 0 . (1.24)

Существование трех решений уравнения (1.21), выражаемых фор­
мулами (1.23), свидетельствует о том, что собственно деформация решетки 
а  в решетку у реализуема тремя способами. Различие между ними прояв­
ляется при сравнении взаимной ориентации исходной и преобразованных 
решеток.

3. Ориентационное соответствие решеток а  и у, 
связанных собственно деформацией

Тензор

Е()) = —e“ -е“ + —̂ =e“ -е“ + — - •са “а
гѵ-Ѵ-і»
Г 7 Г ^ С 2 + “ я ез - ез (1.25)

из набора тензоров (1.23) преобразует ОЦТ ячейку Браве а-решетки, по­
строенную на векторах

аае1 9 аае2» сае3 > (1.26)

в ОЦТ ячейку ОАВСО’А'В’С’ у-решетки, вытянутую вдоль е“ (рис. 1.4). 
Длинное ребро ОО' такой ячейки в у-решетке направлено вдоль оси сим­
метрии четвертого порядка, а короткие ОА, ОС вдоль осей симметрии вто­
рого порядка (см. рис. 1.1). Условимся задавать ориентацию этих осей с 
помощью правой тройки ортов

е, =->/б[Ѵ, [N0, Ѵ]]/2, е2 =л/б[Ѵ, N0]/2 , е3 = V, (1.27)

где орт V выбирается произвольным образом из семейства ортов 
{±е[}=(100) направленных вдоль осей симметрии четвертого порядка,



Рис. 1.4. Преобразование (1.25) ОЦТ ячейки Браве а-решетки

а орт N0 -  из семейства ортов {(±еТ ± ei ±eT)/V3 } = (111) /ѴЗ. i * k * j ,

направленных вдоль осей симметрии третьего порядка. Тогда ориентаци­
онное соответствие между а-решеткой и у-решеткой, полученной 
из а-решетки путем деформации с тензором (1.25), можно выразить в 
обобщенной форме соотношениями:

е“ = е3, «*=•>, • ? = • , .  (1.28)

В базисе (1.27), связанном с у-решеткой, тензор (1.25) принимает вид

ірО) —  ̂ г . р .
Е *

1 1г -  е2 • е2 + е3 • е3 
KTV2 к

Тензор

Е(2) = -U AU I -U _и , _U -U

(1.29)

(1.30)

преобразует ячейку Браве а-решетки, построенной на векторах (1.26), в 
ОЦГ ячейку ОАВСО'А'В'С' (рис. 1.5), вытянутую вдоль е“ . Поэтому ори­
ентационное соответствие между решетками а  и у, связанными преобразо­
ванием (1.30), будет выражаться соотношениями:

е1 =е2> е : = е г е. =с і- (1.31)



Рис. 1.5. Преобразование (1.30) ОЦТ ячейки Браве а-решетки 

О’ А ’

Рис. 1.6. Преобразование (1.33) ОЦТ ячейки Браве а-решетки 

При переходе к базису (1.27) тензор (1.30) приобретает вид

Ы2) 1 1 1Еи' =  j=e, -е, + — -е, + —е, -е
кт л/2 1 1 кл /2  2 2 к  3 3

Тензор

Е (3 )= ^ (е ,а ‘еГ + е2 0 ' е“ ) + - е ? ' е “ ’КТ

(1.32)

(1.33)

последний из набора тензоров (1.23), преобразует а-решетку в у-решетку 
по схеме Бейна, так как ОЦТ ячейка Браве а-решетки, построенная на век­



торах (1.26), в этом случае деформируется в тетрагональную ячейку ОАВ- 
СО'АЪ'С1 у-решетки, вытянутую в направлении е® тетрагональной оси а- 
решетки (рис. 1.6). Ориентационные соотношения между решетками при 
бейновской а  у деформации выражаются формулами:

®1 = = ®2» ®3 = ■ 0*34)

Тензор (1.33) в базисе (1.27) принимает вид

E<3) = - j ^ ( v * i + V « : ) + ^ - V e j  • (1-35)

Сравнивая (1.35) и (1.6) с учетом обозначений (1.24), легко видеть, 
что тензор (1.35) является обратным по отношению к тензору (1.6), преоб­
разующему у-решетку в а-решетку по схеме Бейна.

4. Преобразование у-решетки в а-решетку

Собственно деформация у-решетки в а-решетку и собственно де­
формация а-решетки в у-решетку -  преобразования взаимно обратные. По­
этому у а  перестройка решетки реализуема теми же тремя способами, 
что и а - > у  перестройка. Тензоры Е(ѵ), ѵ=1, 2, 3, отображающие у- 
решетку в и-решетку’, выражаются формулами:

Е(1) = к>І2 е, • е, + кт^~ е2 • е2 + к е3 • е3 , (1.36)

Е(2) = ктл/2 е, • е, + к>/2 е2 • е2 -і- к е 3 • е3 , (1.37)

Е(3) = юДе, • е, + е2 • е2 + кте3 • е3 , (1.38)

которые получаются из формул (1.29), (1.32), (1.35) путем обращения

-Д= -> кл/2 , — ктл/2 ,  > к собственных значений.
кл/2 ктѴ2 к

1 Для обозначения тензоров, описывающих прямое и обратное преобразование 
решеток, здесь используются одни и те же символы, так как это не приводит к недора­
зумениям в дальнейшем.



Ориентационное соответствие между решетками у и а, связанными 
преобразованиями (1.36) -  (1.38), можно выразить соотношениями:

е = е ас, — С2 , е2 = е “, ®з=*ів , (1.39)

еі = ез > е2 = еГ- е3 = е2 , (1.40)

е = еаСІ С1 ’ е2 = е2> ез = ез , (1.41)

непосредственно следующими из ориентационных соотношений (1.28), 
(1.31), (1.34). Орты e“, е“ в а-решетке направлены вдоль осей симметрии 

второго порядка, а орт е“ -  вдоль оси симметрии четвертого порядка (см.
рис. 1.2), если а  есть ОЦТ решетка. Соотношения (1.39), (1.40) и (1.41) в 
этом случае определяют разные варианты ориентационного соответствия 
решеток у и а. Первые два указывают на изменение ориентации осей сим­
метрии у-решетки в результате у -» а  перестройки (ось симметрии второго 
порядка в у-решетке становится осью симметрии четвертого порядка в а- 
решетке, и наоборот), а последнее -  на отсутствие такого изменения (оси 
симметрии второго и четвертого порядков в у-решетке остаются осями 
симметрии второго и четвертого порядков и в а-решетке). Если же а  есть 
ОЦК решетка, то направления е® и е“ кристаллографически эквивалент­

ны направлению е? . Т огда различие меж ду тензорам и (1.36) -  (1.38) исче­

зает, а соотношения (1.39), (1.40) оказываются разновидностями ориента­
ционных соотношений Бейна (1.41).

Таким образом, само существование трех вариантов собственно де­
формации у-решетки в а-решетку непосредственно связано с тетрагональ- 
ностью а-решетки. Наглядно это иллюстрируется на примере деформации 
тетрагональной ячейки ОАВСО’А'В'С (см. рис. 1.1), которую можно пре­
образовать без изменения ориентации ребер в тетрагональную ячейку со 
сторонами а а, са ( а а < с а < а у) тремя способами, комбинируя подходя­

щим образом растяжения в направлениях и е2 и сжатие в направлении 

е3, а в кубическую ячейку со стороной аа -  единственным способом, a 
именно по схеме Бейна.



Заключение к главе

Описание у  - а  перестройки, рассмотренное выше, свидетельствует о 
том, что собственно деформация, преобразующая одну решетку в другую, 
не всегда единственна. Неединственность эта приводит, в свою очередь, к 
неединственности решения задачи о деформационном превращении реше­
ток, взятой в исходной постановке, т. е. в постановке, подразумевающей 
под решением все варианты однородной деформации решетки X в решетку 
г, определяемые взаимным расположением узлов в каждой из решеток. 
Действительно, теорема о разложении тензора L в произведение симмет­
ричного Е и ортогонального Q тензоров позволяет трактовать преобразо­
вание (1.1) как последовательность преобразований, первое из которых от­
ветственно за собственно деформацию одной решетки в другую, второе -  
за изменение взаимной ориентации решеток. Симметричная часть тензора 
L находится из уравнений (1.8), (1.12). Если уравнения эти имеют несколь­
ко решений

Е(ѵ\  v = U . . .  , 

то несколько решений

L(V)=QE(V), V =1,2,... (1.42)

будет иметь и уравнение (1.9), выражающее тензор L через его симмет­
ричную часть.



Глава 2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИНЦИПЫ ПОСТРОЕНИЯ 
ОРТОГОНАЛЬНОЙ ЧАСТИ ДЕФОРМАЦИОННОГО 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ РЕШЕТОК

Решения (1.42) исчерпывают множество тензоров, отображающих 
решетку X в решетку г, так как все варианты собственно деформации ре­
шетки X в решетку г исчерпываются решениями Е (ѵ) , ѵ = \  2,... , уравне­
ний (1.8), (1.12). Поэтому задачу о деформационном преобразовании реше­
ток X и г можно считать решенной, если для каждого Е(ѵ) , ѵ = 1,2,... , ука­
зано ортогональное преобразование Q.

Преобразование Q при заданном Е1 изменяет только ориентацию 
решетки, полученной из решетки X в результате собственно деформации. 
Поэтому вопрос о выделенности Q -  это вопрос о выделенности ориента­
ционного соответствия между решетками X и г, который следует решать, 
исходя из принципов, учитывающих не только взаимное расположение уз­
лов в каждой из решеток, но и расположение узлов одной решетки относи­
тельно другой.

1. Свойства близости решеток, связанных собственно деформацией

Интересуясь ориентационным соответствием решеток, нельзя оста­
вить без внимания принцип максимальной близости решеток. Математиче­
ская формулировка2 его основывается на понятии меры, количественно ха­
рактеризующей различие между решетками. Приведем определение такой 
меры, следуя работам [27], [28].

Пусть имеются решетки г и г ' .  Предположим, что решетки эти есть 
результат преобразований

г = L X , г' -  ТХ (2.1)
некоторой решетки X. Тогда близость решеток г и г '  будет означать бли­
зость тензоров L и Т, и наоборот. Паре же тензоров L и Т можно поставить 
в соответствие число

1 Здесь и далее, где это не приводит к недоразумениям, индекс ѵ при Е для со­
кращения записи опускается.

2 Принцип максимальной близости решеток к настоящему времени не получил 
общепринятой математической формулировки, хотя понятая сближения и близости 
решеток, постулируемые пеявно, использовались в исследованиях, посвященных мар- 
тенситной проблематике [8,14,24 -  26].



m(L,T) = V Sp[(L-TXL-T)*], (2.2)

имеющее смысл расстояния между точками, изображающими тензоры L и 
Т в абстрактном девятимерном евклидовом пространстве, и удовлетво­
ряющее условиям: m(L, L) = 0 , m(L, Т) > О (L * Т ) , m(L, Т) = m(T, L) , 
m(L, Т) < m(L, F) + m(F, Т) , обычным для расстояния между точками. 
Число (2.2), характеризующее разницу между тензорами L и Т, естествен­
но принять за характеристику различия между решетками ги г ' ,  учитывая
(2.1), и положить m(r, = m(L, Т). Тогда оно будет служить мерой, вы­
ражающей количественно свойство близости таких объектов, как кристал­
лические решетки.

Возвращаясь к обсуждению деформационного преобразования (1.1) 
решетки X в решетку г, отметим, что трактовка его как составного преоб­
разования, следующая из разложения (1.9) тензора L, позволяет ввести при 
заданном Е множество решеток r(Q), отличающихся ориентацией, относи­
тельно решетки X, и поставить вопрос о выборе решетки г(По)> максималь­
но близкой к решетке X. Выбор этот сводится к решению задачи на экс­
тремум (минимум) меры

m(r(Q), X) = m(L(Q), I) = VsP[(L(Q) -  IX Ц П ) -  1)4 = (2.3)

= VSp[E2 + I~E(0  + Q*)L 

характеризующей различие между решетками r(Q) и X. Тензор Е в (2.3) 
предполагается заданным, а преобразование Q, представляющее собой по­
ворот, является тензорной функцией

Q = cos'F 14- (1 -  cos^OA, • X  + sin^F Ux (2.4)

параметров *F и X  , где 4х -  угол поворота, 0 < 4х < 2% , орт X  задает ориен­
тацию оси поворота, U* -  антисимметричный оператор, действие которого 
на произвольный вектор X определяется правилом U*. X = [X , X].

Условие минимума меры (2.3) нетрудно установить, выразив форму­
лу (2.3) в ином виде. Для этого воспользуемся тождеством

Е2 + 1 -  E(Q + О*) = ( Е - 1 )2 + 2Е(І -  Qs) , (2.5)

ГДе I -  Os = I -  [(Q + Q*)/2] = (1 -  cos40(I - X X ) .
Подставляя (2.5) в (2.3) и учитывая, что Sp(E X  X)  =  (X , ЕЯ.), будем

иметь

m(r(Q), X) = m(L(Q), I) = V[m(E, I)]2 + 2(1 -  cosY)[Sp E -  ( X,  ЕЯ.)], (2.6)



где m(E, I) = VSp[(E - 1)2] -  есть мера m(r(I), I ) , характеризующая разли­
чие между решетками г(І) и X, связанными собственно деформацией Е.

Второе слагаемое под знаком радикала в (2.6) неотрицательно, так 
как Sp Е -  ( к ,  ЕХ) > 0 , поэтому наименьшее значение меры (2.6) достига­
ется при = О, когда оно исчезает. Такому Ч* соответствует (см. формулу 
(2.4)) преобразование По = I и, стало быть, среди решеток (г(П)} требова­
нию максимальной близости к решетке X отвечает при заданном Е решет­
ка г(І), которая получается из решетки X в результате собственно 
деформации Е. Бели последняя не единственна, то дальнейшему сравне­
нию подлежат уже значения мер m(E(v), I) для всех тензоров 
Е(ѵ° , V =1,2,... , отображающих решетку X в решетку г, по результатам

которого среди решеток г(ѵ)( І ) ,  ѵ = 1, 2,... , и устанавливается решетка, 
самая близкая к решетке X. Например, в случае тензоров (1.25), (1.30),
(1.35) и (1.36), (1.37), (1.38), отображающих решетку а  в решетку у 
и обратно, такая процедура приводит к соотношениям m(E(1), I) = 
= т (Е (2), I) > т (Е (3), I ) , справедливым при ки т ,  типичных для аустенита и 
тетрагонального мартенсита сплавов железа, которые указывают на мак­
симальную близость решеток а  и у, связанных деформацией Бейна.

Итак, принцип максимальной близости решеток приводит к одно­
значному заключению о выделенности тех вариантов деформационного 
преобразования решеток и тех вариантов ориентационного соответствия 
между ними, которые заведомо определяются взаимным расположением 
узлов в каждой из решеток в отдельности. Исходя из этого, естественно 
ожидать, например, бейновского ориентационного соответствия между ре­
шетками а-мартенсита и у-аустенита в случае у -> а  МП в сплавах железа. 
Оно и наблюдалось при МП в очень тонких пленках [29], но для решеток 
а-мартенсита массивных образцов характерны другие ориентировки, близ­
кие к ориентировкам Нишиямы или Курдюмова -  Закса.

Это расхождение однако нельзя расценивать как бесспорное свиде­
тельство несостоятельности принципа максимальной близости решеток. 
Дело в том, что отношение порядка, устанавливаемое неравенствами 
т ( а в, у) < m(aN, у) < m(aK-z, у) [27] для решеток а в, a N, a K-z, отвечающих 
ориентационным соотношениям Бейна, Нишиямы, Курдюмова -  Закса, и 
выделяющее бейновскую ориентировку, получается в предположении, что 
у-решетка совершенна. Следует однако иметь в виду, что использование 
такой идеализации, как совершенный у-аустенит, в качестве модели струк-



турного состояния, предшествующего у -> а  МП, не оправдано, поскольку 
современные концепции зарождения а-мартенсита связывают возмож­
ность спонтанной структурной перестройки аустенита на стадии зарожде­
ния с местами, в которых аустенит уже предварительно деформирован. 
Считается, что эти деформации сближают решетки аустенита и мартенси­
та, обеспечивая выгодные условия для флуктуационного преодоления 
энергетического барьера в процессе зародышеобразования. В таком случае 
выделенность той или иной ориентировки следует устанавливать, исходя 
из близости решеток ав, a N, a K-z к решетке несовершенного у-аустенита в 
местах, предположительно пригодных для зарождения a -мартенсита. Со­
ответствующие исследования проводились в предположении, что искаже­
ния аустенита обусловлены винтовой и 60-градусной дислокациями харак­

теристического для ГЦК решеток направления (l 1 [27].

Оказалось, что в окрестности винтовой дислокации выделенной ста­
новится ориентировка Курдюмова -  Закса, а близость решеток ав, а^, ак-z 
к решетке несовершенного аустенита в окрестности 60-градусной дисло­
кации зависит от упругих свойств (значений коэффициента Пуассона ѵ и 
параметра упругой анизотропии А) аустенита. При ѵ и А, соответствую­
щих сплавам Fe-Ni инварного состава, решетка несовершенного аустенита 
максимально приближается к решетке a N с ориентировкой Нишиямы. Вы- 
леленность же ориентировки Курдюмова — Закся имеет место ттюпь ттпи 
заметном (не менее чем на порядок) возрастании параметра упругой ани­
зотропии.

Результаты, перечисленные выше, свидетельствуют в пользу прин­
ципа максимальной близости решеток, хотя и не могут рассматриваться 
как исчерпывающее доказательство его применимости, так как в прове­
денных исследованиях [27] не учитывались эффекты возникновения гра­
ницы раздела фаз и внутренних напряжений, свойственные фазовому пре­
вращению, протекающему в твердом состоянии.

2. Деформация с инвариантной плоскостью

Сопряжение фаз с различными кристаллическими решетками пред­
полагает взаимную аккомодацию этих решеток, компенсирующую их не­
совпадение на границе раздела фаз. Аккомодация может происходить пу­
тем упругих искажений решеток и неупругих, связанных с образованием 
дислокаций несоответствия и конденсацией вакансий на границе раздела



фаз. Однако только упругие искажения являются источником внутренних 
напряжений. Поэтому выделенным можно считать такое сопряжение фаз, 
при котором совмещаются кристаллические плоскости фаз, характеризуе­
мые минимальным расхождением в положениях атомов. Тогда упругие 
смещения атомов в плоскости границы будут иметь минимальную величи­
ну и соответственно минимальной будет энергия внутренних напряжений.

Необходимость в компенсирующих упругих смещениях отпадает во­
все, если деформационная перестройка одной решетки в другую при фазо­
вом превращении совместима с существованием плоскости, не испыты­
вающей деформации. Плоскость, не испытывающая деформации при пере­
стройке одной решетки в другую, есть плоскость, общая (в смысле совпа­
дения всех узлов) для обеих решеток. Сопряжение фаз по плоскости, об­
щей для решеток этих фаз, является идеальным, так как не требует ком­
пенсирующих упругих смещений, приводящих к внутренним напряжени­
ям. Плоскость сопряжения, обладающая такими свойствами, называется в 
литературе инвариантной плоскостью, а деформация, не изменяющая вза­
имное расположение узлов в параллельных плоскостях преобразуемой ре­
шетки и ориентацию этих плоскостей, называется деформацией с инвари­
антной плоскостью.

Вид тензора L, отображающего одну решетку в другую в случае де­
формационного преобразования с инвариантной плоскостью, найти не­
трудно, учитывая, что соответствие между радиус-векторами Хь Х2 и гь 
г2, определяющими положение узлов в плоскости, общей для преобразуе­
мой X и преобразованной г решеток, устанавливается равенствами: Гі = Хь 
г2 = Х2. Равенства эти позволяют исключить гь г2 в (1.3) и выразить L 
формулой

L = I + Из • X3, (2.7)
где и3 = г3 -  Х3. Легко видеть, что тензор (2.7) согласуется с представле­
ниями о деформации, при которой всякая плоскость решетки X, задаваемая 
нормалью

N = X3 / |Х3| , (2.8)
перемещается поступательно как целое, не испытывая в остальном ника­
ких изменений1.

1 За исключением плоскости, проходящей через начало О, узлы которой не изме­
няют своих положений.



Следует однако иметь в виду, что наличие плоскости, общей для ре­
шеток X и г, зависит только от взаимного расположения узлов в каждой из 
них, поэтому критерии, позволяющие судить о возможности или невоз­
можности преобразования решетки X в решетку г посредством деформа­
ции с инвариантной плоскостью, должны выражаться через параметры 
собственно деформации Е. В этой связи уместно отметить, что симмет­

ричная часть Е = д/l’L тензора (2.7) имеет вид

E = I + £ ( E k - l ) ek ek,
k-1

где

*k = [N -  (-  l)k(s / |s|)] / 1N -  (-  l)k(s / |s |)|,

s = |X3|(u 3 + £ |u 3|2X3) (

a N определяется формулой (2.8). Для нее характерны собственные значе­
ния

E,=Ji+(«,N) + | s | ,  Ej =^/l + ( s , N ) - j s | , E , = l ,

одно из которых всегда больше единицы (или равно ей при (N, s) = -  |s|), 
другое всегда меньше единицы (или равно ей при (N, s) = |s|), а третье рав­
но единице. Именно такие свойства и отличают собственно деформацию Е 
в тех случаях, когда взаимное расположение узлов в решетках X и г допус­
кает преобразование X в г посредством деформации с инвариантной плос­
костью [15]. Наглядным свидетельством тому может служить геометриче­
ская картина деформационного преобразования воображаемого сфериче­
ского объема кристалла, имеющего радиус, равный единице. Однородная 
деформация

г = ЕХ , (2.9)

превращает этот объем в эллипсоид с полуосями, равными собственным 
значениям ЕІ9 Е2, Е3 тензора Е. Поверхности эллипсоида и сферы пересе­
каются при условии, что одно из собственных значений тензора Е -  Еь на­
пример, больше единицы, другое -  Е2 меньше единицы. Если дополни­
тельно к этому единице равно третье собственное значение, то эллипсоид и 
сфера имеют два общих круговых сечения (рис. 2.1), задаваемых уравне­
ниями

; = [(± т /Г Ё І е, + у І Ё ^ І  е2 І Д /Ё ^ Ё sin9 + е3 cos 9,



Рис. 2.1. Деформация с инвариантной плоскостью сферического объема
кристалла

где Cj, е2, е3 -  собственные векторы тензора Е, а 9 -  угол, изменяющийся
в пределах от 0 до 2я рад.

Это означает, что при выполнении условий

Е, > 1, Е2<1, Е3=1 (2.10)
существуют плоские сечения сферического объема, задаваемые векторами 
нормалей N±, которые под действием преобразования (2.9) ведут себя как 
абсолютно жесткие и лишь изменяют ориентацию, занимая положения, за­
даваемые векторами нормалей п±, где

= k .  *j]/ І М  = [Ѵ ё Н  е, -  (± l) V T if  е2 ] /  V E ?-E j ,

Nt =[E- ,r t .eJ] / | [ E - r t ,eJ] = E n ±/ | E n ±| =

= [e , Ѵ Ё М e, - (±1)ЕіЛ/ П f e a]/V (E f - Е Ж  + E ’ - 1 ) .

Ориентацию любого из них можно восстановить, дополнив дефор­
мацию (2.9) ортогональным преобразованием Q+ или C L , где

Д± = (n±, NtXere, + е2е2) ± |[п±, N±]| (е, е, -  е2 е2) + ез-е3,



что приводит к деформационному преобразованию 

r = L±X,
где L± = Q+E , рассматриваемого сферического объема, сохраняющему по­
ложение и форму плоского кругового сечения с нормалью N±, т. е. к де­
формации с инвариантной плоскостью. Очевидно, что ортогональное пре­
образование не требуется, если не одно, а два собственных значения тен­
зора Е равны единице. В этом случае собственно деформация (2.9) сама по 
себе является деформацией с инвариантной плоскостью.

Условия (2.10) деформации с инвариантной плоскостью для боль­
шинства решеток, испытывающих взаимное превращение, не выполняют­
ся, т. е. решетки превращающихся фаз не имеют обычно ни рациональной, 
ни иррациональной плоскости сопряжения, если судить по параметрам 
собственно деформации Е. С другой стороны, экспериментальные факты 
свидетельствуют о том, что макроскопическая деформация объема, 
испытывающего мартенситное превращение, представляет собой однород­
ную деформацию с инвариантной плоскостью, отличную от деформации 
решетки1. Возникающее затруднение устраняется, если макроскопическую 
деформацию трактовать как составную, включающую в себя деформацию 
решетки и некоторую дополнительную деформацию, которая изменяет 
форму превращенной области, не изменяя решетки (деформация при инва­
риантной решетке). Эта дополнительная деформация может осуществлять­
ся путем скольжения или двойникования2 и в сочетании с деформацией 
решетки должна давать деформацию с инвариантной плоскостью.

Задача кристаллографических теорий, рассматривающих мартенсит­
ное превращение как деформацию с инвариантной плоскостью, состоит 
таким образом в следующем: при заданной собственно деформации ре­
шетки найти дополнительную деформацию при инвариантной решетке 
(сдвиг, двойникование), которая в сочетании с собственно деформацией и 
вращением приводила бы к деформации с инвариантной плоскостью; вы­
числить параметры последней и установить ориентационное соответствие

1 Впервые это было установлено А. Б. Гренингером и А. Р. Трояно [30] на 
основании количественного металлографического исследования рельефа, 
возникающего на предварительно полированной поверхности образца стали Fe -  22% 
Ni -  0,8% С в результате у а  МП.

2 Двойникование, строго говоря, не является деформацией при инвариантной ре­
шетке, так как сохраняет только тал решетки, изменяя ее ориентировку.



между решетками превращающихся фаз. Фундаментальный вклад в созда­
ние таких теорий, достаточно полно освещенных в литературе [11], внесли 
исследования, представленные в работах [31], [32]. Все они основываются 
на использовании условий (2.10), заведомо не позволяющих исключить 
неопределенность в выборе дополнительной деформации при инвариант­
ной решетке.

В результате возникает необходимость в разделении элементов де­
формации на задаваемые и подлежащие определению, которое в упомяну­
тых исследованиях имеет физическое, а не геометрическое (следующее из 
строения решеток) обоснование, хотя возможности последнего в этом пла­
не не изучены. Не имеет геометрического обоснования и принимаемый 
вид дополнительной деформации, его постулируют, обращаясь к 
экспериментальным фактам [30]. Такое состояние дел в основаниях логи­
ческой схемы кристаллографических теорий нельзя признать удовлетвори­
тельным, так как кристаллографические теории по самому смыслу -  тео­
рии геометрические. Учитывая это, вернемся к изучению свойств преобра­
зования (1.1) решетки X в решетку г с геометрической точки зрения, пола­
гая собственно деформацию £  известной и принимая в качестве базисных 
объектов ориентационные инварианты преобразования [33].

3. Представление ориентационно неизменных плоскостей

Пусть Пх -  некоторая плоскость решетки X. Пусть ориентация плос­
кости Пх задается единичным вектором нормали N, а положение -  радиус- 
вектором X какого-либо узла плоскости Пх. После деформации (1.1) узлы 
плоскости Пх изменяют свое расположение, образуя плоскости Пг решетки 
г. Положение и ориентация плоскости П,- задаются радиус-вектором г узла 
плоскости Пг и единичным вектором нормали п (рис. 2.2), которые связаны 
с X и N соотношениями

r  = L X , n = L'-'N/|L'-'N|,

или

(2.11)

если учесть, что |l’~'n | = |е  "‘n | .



Плоскость решетки X будем называть ориентационно-неизменной 
плоскостью (ОНП) относительно деформации (1.1), если ее ориентация 
при этой деформации не испытывает изменений. Вектор нормали N к ОНП 
удовлетворяет уравнению

N = L, - 'n / |e - 'n |,  (2.12)

следующему из (2.11). Уравнение (2.12), переписанное в виде 
L* N = |е _1 N| N, говорит о том, что вектор нормали N к ОІШ представляет 
собой собственный вектор тензора L*, соответствующий собственному 
значению |еч n| 1 и является, следовательно, характеристическим для тен­
зора L* объектом.

Собственные значения и собственные векторы тензоров L и L связа­
ны между собой. Установим эту связь, полагая, что собственные значения 
Lp L*2, L*3тензора L* невырождены. Тензор L* в этом случае имеет три ли­
нейно независимых собственных вектора N,, N2, N3 (существуют три се­
мейства непараллельных ОНП) и может быть представлен в виде



(2.13)I
i—I

где L^ lE- 'N .f ,  N ' = - i -  t s ibm[Nk, N j ,  V0 = (N,, [N2, N3]), 8 -  символ
 ̂ v 0 k,m=l

Леви-Чивита. Формула (2.13) позволяет перейти к формуле, определяющей 
тензор L:

L = X L * N i - N , )
І = 1

ИЛИ

L = l L 1li -li ) (2.14)
1=1

где Lj -  собственные значения, а 1, -  собственные векторы тензора L.

Ь ( =Ь‘ = | е - 'N,|' ', 1= 1,2,3,  (2.15)

1і = N'/|N' | ,  1=1,2 ,3 ,  (2.16)

г = (n'| n (.
Формулы (2.15) и (2.16) выражают собственные значения и собст­

венные векторы тензора L через нормали к ОНП. Обстоятельство это 
весьма существенно, так как позволяет сделать важные выводы 
относительно собственных значений тензора L, а именно указать пределы 
изменения собственных значений и предложить геометрически наглядную 
интерпретацию этих собственных значений. Действительно, величина 
|е ~' n | , рассматриваемая при заданном Е как функция орта N, ограничена

снизу и сверху1: Е“' £ |е_1 n| < Ej*, где через Е3 и Еі обозначены наименьшее

1 Условие экстремума функции |TN| = 7(TN,TN) = y f(S /T ^ S ) , где Т -  симметрич­

ный тензор, предполагает исчезновение первой вариации 5 |T N |~(T 2N, 6N) = 

= (&P,[N,T2n J ) ,  соответствующей вариации 5N = [&p,N] орта N, где 5ф -  произволь­

ный вектор, что имеет место при произвольном 5<р, если N -  собственный вектор тензо­
ра Т. Поэтому справедливы неравенства T3 <|TN|^T, , где Тз и Ті -  наименьшее и

наибольшее собственные значения тензора Т. Наглядным подтверждением тому может 
служить картина деформационного преобразования n = TN сферы единичного радиуса, 
в результате которого получается эллипсоид с полуосями, равными собственным зна­
чениям тензора Т.



и наибольшее собственные значения тензора Е. С обеих сторон ограничена 

и обратная ей величина: Е3 < |е -1 n | < Е , , поэтому собственные значения 

тензора L (см. формулы (2.15)) удовлетворяют неравенствам

E3<L„ L2, L3<E, .  (2.17)

Далее отметим, что деформационное преобразование решетки X в 
решетку г заключается в параллельном перемещении ориентационно­
неизменных плоскостей каждого семейства и в деформации самих плоско­
стей. Количественно эти вклады в деформацию можно охарактеризовать 
отношениями

h i / Ні} ai/Z*, (2.18)

где hi и Hi -  кратчайшие расстояния между двумя ОНИ с нормалью Ni? а а, 
и Еі -  площади параллелограммов в любой из них до и после деформации
(1.1) соответственно.

Нетрудно показать, что

hi / Hi = (В- N,r' , <Ті / Zi = |Е| |e -' N,| , (2.19)

где JE) = det E , т. e. отношения (2.18) зависят, как и следовало ожидать, 

только от Nj и собственно деформации Е. Формулы (2.19) позволяют ис­
ключить |іь ' Nj| в (2.15), что приводит к выражениям

Li = hi / Hi , Li= |E | (o i/ S i)-, ) (2.20)

раскрывающим геометрический смысл собственных значений тензора L.
Таким образом, ориентационно неизменные плоскости являются вы­

деленными объектами при описании деформационной перестройки решет­
ки X в решетку г. Использование их позволяет наглядно представить гео­
метрическую картину деформации и связать ее с характеристическими со­
ставляющими тензора L - собственными значениями (см. формулы (2.20)) -  
и инвариантными подпространствами (см. формулы (2.16)) как линиями 
пересечения ОНП. С другой стороны, формулы (2.13), (2.14) получаются в 
предположении, что собственные значения тензора L невырождены. Слу­
чай этот не представляет интереса с точки зрения целей настоящей работы, 
поскольку при отсутствии вырождения все подпространства, инвариант­



ные относительно преобразования (1.1), одномерны, а инвариантная плос­
кость -  подпространство двухмерное.

4. Вырождение собственных значений и размерность инвариантных
подпространств

Предположим, что собственные значения тензора L* таковы, что1

L , = L 2 , L3* L , ,  (2.21)

и пусть вырожденному собственному значению соответствует единствен­
ная ОНП с нормалью Nj. Тогда будем иметь

V  Ni = L, N, , L* N3 = и  N3 . (2.22)
Задача состоит в том, чтобы выразить тензор L* через собственные 

значения L „ L 3 и нормали Ni, N3. Решение ее можно получить, дополнив 
уравнения (2.22) еще одним уравнением

L ^ N . ^ ' E ^ . N , ] ,  (2.23)

которое следует из закона преобразования

L' 1 [N ,, N, ]= [i; N ,, L' N, ] /det L  = L, L, [N3, N, ] /det L (2.24)

векторного произведения [n„ N,] нормалей N3, N, к ОНП и равенств

Е2 LT1 = L*, detL= det(b‘ )= L2 L , .

Перепишем уравнения (2.22), (2.23) в виде

L’ v - v ; ,  i = 1,2,3, (2.25)

используя обозначения

vl S N„ v^ K . N . I / K n ^N,!,  Vj =Nj , (2.26)

v; = L,v,, v; * E 2v2 / L „  v^ s L j V, , (2.27)

и перейдем к уравнению

1 Символ звездочка, отличающий собственные значения тензора L* от собствен­
ных значений тензора L, для сокращения записи опускается, поскольку тензоры L* и L
имеют одни и те же собственные значения.



L’ = S v i ' v ' , (2.28)i=l

разрешая (2.25) относительно L \  где

V1 =[v2.v 3] / ( v l,[v2,v ,]) = [N„[NI,N 3 l / | [ N 1.N 3 ]|2 , (2.29a)

V2 = [ v 3 .v . ] / ( v „ [ v 2 ,v 3]) =  v 2 , (2.296)

V3 = [ v 1,v 2 ] / ( v i,[v2 )v 3 ] ) - [ N 1)[N3 ,N 1B / |[ N 3 ,N 1] |2 ; (2.29b)

(V..[V2>VJ =  (v‘,[v2,v3D"' = |[N3,N J , |v'| = |v3| = 1/  [N„N J , |v2| = 1.

Уравнение (2.28) определяет тензор L через векторы (2.26), (2.27), 
зависящие, как это и требовалось, от L u  L3, Nb N3. Через те же векторы бу­
дет выражаться и тензор L:

L = i v . v ;
і=і

или

L = L,v‘ -V, + L j V  • Е2 v2 + LjV3 • v 3. (2.30)

Что же касается собственных векторов тензора (2.30), то из закона 
преобразования (2.24), переписанного в виде Lv2 = L,v2, следует, что соб­
ственному значению і і̂ соответствует собственный вектор

1,=ѵ2. (2.31)

Вывод этот согласуется с формулой (2.30), если учесть, что

ѵ2 = ѵ 2, (v2, E 2v2)= (Lv2, L v 2) = L2, (2.32)

и понятен с геометрической точки зрения, так как непараллельные ОНП 
выделяют прямую -  линию их пересечения, вдоль которой и направлен 
вектор 1]. Собственный вектор тензора (2.30), соответствующий собствен­
ному значению L3, представляет собой линейную комбинацию
(v3,E 2v2)v 2 - L , ( L 1- L 3) v 3 векторов ѵ2,ѵ 3 (в этом легко убедиться пу­
тем непосредственной проверки, используя формулу (2.30)) и может быть 
записан в виде

Ь = [ѵн L iL 3v2 v2] / |[ѵі» ^ iL 3ѵ2 — Е ѵ2]|. (2.33)



Формула (2.33) связывает 13 с линией пересечения двух плоскостей, 
одна из которых -  ОНП с нормалью N, = , другая -  плоскость с норма­

лью ( l , l 3v2 - e 2v2) / | l  iL3v2- E 2v2|. Сам же тензор L через 

собственные векторы (2.31), (2.33) выражается формулой

L = L1l l - X 4 L " ,[l3, I 1] ^ 2 + L 313 -Х3,

где

^ ь ф - Ч і з Д І І з і / і & з Л ] ! 2 , Х.2 = Ь 21[1з,11] / | [ 13)11]|2 )

= L2 [і,. E '2[lj, I,] ] /  |[l3,1,]|2 ,

(x‘; i1) = i ,  (х м 1) = ( х м 1) = 0 , (х М з )= (х М з )= о , (х М з )= 1,

(x!,E~2 [l3, l , ] ) = ( x \E ' 2 [l3,l |] )= 0 , (x2,E -2 [l3, l , ])=l .

В этом нетрудно убедиться, учитывая равенства:

L' 1 [1, ,  1,]=  [ L 1, , L I , ] / d e t L  =  L-' [1,, 1,],

([I,,!,], * -*[!„  I,® - L*-* («..1,9= LT*| [Ц. I,]|*.

Возвращаясь к обсуждению формул (2.28), (2.30), заметим, что орт 
ѵ2 может оказаться собственным вектором тензора Е, соответствующим 
какому-либо из собственных значений. Обозначим его для определенности 
через Es. В этом случае, следуя (2.23), будем иметь

Ь’ѵ2 = Ц ' Е 2ѵ2. (2.34)

Равенство (2.34) говорит о том, что ѵ2 является нормалью к ОНП,

соответствующей собственному значению L"1 Е 2 тензора L*. Однако по 
условию (см. формулы (2.21)) тензор L* имеет двухкратно вырожденное 
собственное значение Li и невырожденное собственное значение L3. Усло­

вие это совместимо с равенством (2.34), если допустить, что L ^ E 2 = L b

т. е. при E s = L b Тогда неправомерным становится предположение о 
единственности собственного вектора Nj, соответствующего собственному 
значению Li. Действительно, тензор L при выполнении условий

E S = L ,, E v 2 = E s ѵ 2 (2 .3 5 )



приводится к виду

L’ = EsI + [ ( |E | /E j2) - E J v 3 -V3, (2.36)
3

следующему из (2.28), (2.35) и равенств detL= L ] L 3 =|Е|, X ѵі ■у1 = I .
i-l

Вырожденному собственному значению тензора (2.36) отвечает уже 
не единственный собственный вектор N, = ѵ м а бесконечное множество 
собственных векторов, так как всякий вектор N, образующий прямой угол 
с вектором V3, удовлетворяет уравнению L N = ESN и является поэтому 
собственным вектором тензора (2.36). Стало быть, вектор ѵ3 задает на­
правление, выделяющее двухмерное подпространство нормалей к ОНП, 
инвариантное относительно преобразования, описываемого тензором
(2.36).

Аналогичным образом дело обстоит и с тензором 

L  = E sI + [ ( | E | / e : ) - E s]v3-v3: (2.37)

всякий вектор 1, принадлежащий ОНП с нормалю N3 = ѵ3, является собст­
венным вектором его, соответствующим двукратно вырожденному собст­
венному значению.

Таким образом, между размерностью подпространства, инвариантно­
го относительно преобразования (1.1) в случае двукратно вырожденного 
собственного значения тензора L, и характеристическими составляющими 
симметричной части Е тензора L имеется зависимость: инвариантное под­
пространство двухмерно -  плоскость, если выполняются условия, требуе­
мые равенствами (2.35), и одномерно -  прямая, в противном случае. Отсю­
да, в частности, следует, что инвариантное для тензора L подподпростран- 
ство, соответствующее вырожденному собственному значению Li = 1, 
двухмерно лишь при условии

Es= l ,  Еѵ2 = ѵ2, (2.38)
и только в этом случае тензор L (см. формулу (2.37)) принимает вид

L = I + ( jE | - l ) v ’ .v,  , характерный (см. формулу (2.7)) для деформации с 
инвариантной плоскостью.



5. Преобразование одномерного инвариантного подпространства в 
двухмерное. Дополнительная деформация

Собственные значения Lj, L2, L3 тензора L = Q E могут варьировать­
ся при заданном Е в пределах, устанавливаемых неравенствами (2.17), за 
счет изменения параметров *Р и X  (см. формулу (2.4)) ортогональной 
составляющей Q при дополнительном ограничении Li L2 L3 = |Е|, которое 
связывает собственные значения между собой, исключая тем самым про­
извол в выборе одного из них. Легко видеть тогда, что предположение

L, = L2 = 1 (2.39а)
в отношении двух собственных значений тензора L определяет третье

L3 = |Е| (2.396)

и оправдывается, если

Ез < 1 < Еі, Е3< |Е |< Е ,  или ЕГ’^ Е ^ Е з 4 , (2.40)

где Е3 и Е] -  наименьшее и наибольшее собственные значения тензора Е.
Выделенность собственных значений (2.39) с геометрической точки 

зрения объясняется тем, что в этом случае преобразование (1.1), наряду с 
ориентационными инвариантами, т. е. ориентационно неизменными плос­
костями {Пі} с нормалями Nj = ѵь {П3} с нормалями N3 = ѵ3 и направле­
нием Іі = ѵ2 линий {Г3і} их пересечения, допускает существование 
скалярных инвариантов -  расстояния между плоскосгями {Пі}, гак как 
L| = hi / Hi = 1, площади в плоскостях {П3}, так как L3 = |Е|(о3 / Е3)~1 = |Е|, 
и расстояний в плоскостях {П3} в направлении 1Ь так как L 1і = 1]. 
Сочетание этих всех инвариантов представляется необходимым для 
реализации структурной перестройки решеток посредством деформации с 
инвариантной плоскостью.

Условия (2.40) выполняются для решеток у и а , испытывающих вза­
имное превращение. В этом и других случаях, когда собственные значения 
тензора Е не расходятся с условиями (2.40), можно положить всегда, что 
Lj = Ъ 2 = 1, L3 = |Е|, и задать тензор L (см. формулу (2.30)) в виде

L = ѵ1 • ѵ, + ѵ2 • Е 2 ѵ2 + |Е|ѵ3 • ѵ3. (2.41)

Иначе обстоит дело с условием (2.38), которое, как уже говорилось 
выше, для большинства решеток (включая решетки у и а) не выполняется, 
так что двукратно вырожденному собственному значению тензора (2.41) 
соответствует одномерное инвариантное подпространство, а для сущест­



вования инвариантной плоскости требуется двухмерное. Требованию это­
му можно удовлетворить, если деформационное преобразование (1.1) с 
тензором (2.41) дополнить еще одним однородным деформационным пре­
образованием, которое изменило бы размерность инвариантного подпро­
странства, соответствующего вырожденному собственному значению.

Вид дополнительной деформации найти нетрудно. Рассмотрим для 
этого тройку некомпланарных векторов £3, выразив их через векторы 
(2.29) в виде

$і = $.іѵ', ^  = ^22Ѵ2, ? 3= Й 3іѵ‘, (2.42)
і=1

где

k r  ßk.Vi), k, i  = 1,2,3. (2.43)
Первые два из векторов (2.42) принадлежат ориентационно неизмен­

ной плоскости Пз, проходящей через начало О, и определяют в этой плос­
кости множество точек, образующих двухмерную решетку (рис. 2.3). Пе­
ренос последней на векторы, кратные £з, порождает трехмерную решетку 
(обозначим ее £), периоды которой зависят от значений параметров (2.43). 
Векторы (2.42) решетки £ при деформации, характеризуемой тензором L 
(2.41), преобразуются по закону

L£j = р ,, і=  1,2,3, (2.44)



где

Р. = ^ + Й ( 4 . , Е 2ѵ2) ^  p2 = i;2l

Рз = ^з.ѵ1 + ( І з , Е 2 ѵ2) V2 + |Е| V3. (2.45)
Из (2.44) следует, что двухмерная решетка в плоскости Пз, построен­

ная на векторах £1,^ 2, после деформации (2.44) самосовмещается, если эту 
деформацию дополнить деформацией D, компенсирующей сдвиг в направ­
лении £,2 (см. рис. 2.3), т. е. деформацией, подчиняющейся уравнениям:

DL£i = p' i , i=  1,2,3, (2.46)
где

p ' i =£i ,  P '2 = k .  (2.47)
Тензор DL, удовлеіворяющий уравнениям (2.46), имеет вид

DL = t p ' ^ ,  (2.48)
І=1

где ^  = К 2, ^ з ] / Ѵ,  £2 = & . $ , ] / V,  $Э = & , У / Ѵ , Ѵ  = ($ , ,К2. Ы ) “
= 1̂1 ^22^33 (ѵ 1, [ѵ2, V3]),  ИЛИ 4 1 =  £Ѵі -  (^З, / Е,33> Ѵ3] / 1̂1 , ^ 2 =  [Ѵ2 -
-  (4з2 / Ы Ѵ з]/^22, ^  = Ѵз/^33-

Уравнение (2.48) можно упростить, исключая р 'ь р '2 с помощью
3

(2.47) и учитывая тождество 1 £ s  I :
і=і

DL = I + d • v3 , (2.49)

где d = (p'3- £ 3) / £ 33.
Разрешая теперь уравнение (2.49) относительно D и учитывая, что 

d ѵ3 L 1 = d • L*_1 v3 = L f1 d ■ v3 = lEf1 d • v3 ,

L-1 = I  -  (V1, E2 v2) V2 • V, + [flET1 -  1) V3 -  |ЕГ'(ѵ3, E2 v2) v2] • v3 ,

найдем D = Lf' + |Е|_| d • v3 или D = I -  (v1, E2 v2) v2 • Vi + |E|_,[d -  (|E| -
-  1) V3 -  (v3, E2 v2) V2] • v3 .

Итак, дополнительная деформация D, восстанавливающая после 
деформации (2.44) исходное расположение узлов решетки £ в плоскости 
П3, определяется формулой

D = I + d, • Ѵ| + d3 • v3, (2.50)



где вектор di определяется однозначно при заданных Ni = ѵь N3 = ѵ3 (см. 
формулы (2.26), (2.29)) и Е, а вектор d3 -  с точностью до произвольно вы­
бираемого вектора d:

di = - ( v I, E2v2) V2, 
d3 = |ET‘[d -  (|E| -  1) V3 -  (V3, E2 v2) V2] .
Если узлы решетки £, в плоскости П3 совмещаются с узлами решетки 

X, то деформация D преобразует плоскость П3 в инвариантную плоскость, 
превращая инвариантное для тензора L (2.41) подпространство, соответст­
вующее двукратно вырожденному собственному значению Lj = 1, из од­
номерного в двухмерное.

Заметим, что в процедурном плане более удобным может оказаться 
другой подход, который основывается на уравнениях:

L D ' ^  = ^  , L D ' k  = ^  , LD^ 3 = р ”з , (2.51)

выражающих тот факт, что преобразование одномерного инвариантного 
подпространства в двухмерное можно получить (и с тем же результатом, 
если р"з = р з), деформируя решетку % в обратной последовательности, ко­
гда дополнительная деформация (деформация D ) выполняется первой. 
Тензор D', удовлетворяющий уравнениям (2.51), определяется формулой

D'=I + d', *Vi + d 3* ѵ3, (2.52)

где d', = db d'3 = d1 + (v„ dO d, + |ЕГ‘[1 +(v3> d 1)][(1 -  |E|) v3 -  (v3, E2 v2) v2], 

d' = (p"3 - £3) / £33, а произведение L D '- формулой LD/= I i d ' -v3.

Различие между первым и вторым подходами заключается в том, что 
при первом подходе дополнительной деформации подвергается решетка р, 
задаваемая векторами (2.45), а при втором -  решетка задаваемая векто­
рами (2.42).

Следует отметить также, что дополнительная деформация, будь то 
деформация (2.50) или деформация (2.52), в общем случае (когда d3 и d 3 * 
* 0) сдвигом не является и может быть представлена (не единственным об­
разом) как последовательность двух сдвигов, например, на векторы di и d3 
или d'i и d з, в соответствии с разложением тензоров (2.50), (2.52) в произ­
ведения

D = (I + d3-v3)(I  + d l - v l) , D' = (I + d'r v3)( I  + d' , -v , ) .



Заключительные замечания

В заключение представляется уместным обратить внимание на два об­
стоятельства.

Во-первых, сама возможность изменения размерности подпростран­
ства, инвариантного для тензора L, зависит только от взаимного располо­
жения узлов в каждой из решеток X и г, так как определяется условиями 
(2.40), выражающими ограничения1 только на характеристические состав­
ляющие собственно деформации Е.

Во-вторых, формулы (2.41), (2.50), (2.52) определяют тензоры L, D, D' 
через нормали к ориентационно неизменным плоскостям, соответствую­
щим собственным значениям (2.39), и приобретают поэтому практическое 
значение, если указан способ, позволяющий установить параметры орто­
гонального преобразования П, обеспечивающего требуемые собственные 
значения и ориентационно неизменные плоскости.

1 Напомним также об ограничении |Е| ^  1, которое принимается в настоящей ра­
боте.



Глава 3. ПОСТРОЕНИЕ ОРТОГОНАЛЬНОЙ ЧАСТИ 
ДЕФОРМАЦИОННОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ В ПРЕДСТАВЛЕНИИ 

ОРИЕНТАЦИОННО НЕИЗМЕННЫХ ПЛОСКОСТЕЙ

Предлагается процедура построения ортогональной части деформа­
ционного преобразования, основанная на использовании ориентационных 
инвариантов преобразования и решения задачи на собственные значения и 
собственные векторы тензора L.

1. Связь собственных значений тензора L с параметрами 
ортогонального преобразования СІ

При заданном тензоре L собственные значения L1} L2, L3 его нахо­
дятся из решения характеристического уравнения

J, -  -  <L>, h  = <L ' >det L = (<L>2 -  <L2>) /2 , J3 = -  det L , (3.2)

nte<...>»Sp(...).
Однако в задаче, рассматриваемой здесь, собственные значения тен­

зора L предполагаются известными (см. формулы (2.39)), а определению 
подлежит сам тензор L, точнее, ортогональная составляющая О его (см. 
формулы (1.9), (2.4)). Поэтому обратимся к равенствам:

выражающим базисные инварианты (3.2) тензора L через собственные 
значения Lb L2, L3 , параметры ¥ ,  X  ортогонального преобразования (2.4) и 
базисные инварианты J10 = -<E>, J20 = (<Е>2 -  <Е2>)/2, J30 = -  |Е| тен­
зора Е. Равенства (3.3) устанавливают связь между корнями характеристи­
ческого уравнения (3.1) и его коэффициентами, а равенства (3.4) получа­
ются из (3.2), если L в (3.2) исключить с помощью разложения (1.9) и вос­
пользоваться затем формулой (2.4).

l 3+ j , l 2 + j2l  + j 3 = o,

где Ji, J2, J3 -  базисные инварианты тензора L:

(3.1)

J i — L| - L 2- L 3, J2 — L) L2 I L2 L3 + L3 L , , J3 —  L |L 2L3, (3.3)

J, = J ,0 cosy -  (1 -  c o s W ) ( X ,  E X ) ,
(3.4a)

(3.46)



Равенства (3.3) при заданных Li, L2, L3 (см. формулы (2.39)) позволя­
ют выразить базисные инварианты тензора L через |Е|:

J, = -  2 -  |Е | , J2= 1 + 2 |E|, J3 = - |E |. (3.5)
Равенства (3.4а), дополненные условием нормировки 

м  = 1, (3.6)
можно рассматривать тогда как уравнения относительно *Р и X.

Представим вектор X  в виде разложения 
з

(3-7)
І=1

по собственным векторам тензора Е, а равенства (3.4а) в виде 

l - c o s ' F  = (J10-J i ) / [ J io  + (^EX )] ,

1 -  cos'? = (J2 -  J20) / ( X ,  E(E + Jl0I) X ) , (3.8)

разрешенном относительно 1 -  cos^.
Исключая теперь 1 -  cos'P в (3.8) и используя (3.7), придем к уравне­

нию

І=1

где

І М = К  (3.9)

а і —л/зіо( h  h o ) / h  10 3,)(110+Е))] . (3.10)

Уравнение (3.9) нетрудно разрешить относительно Х\  Д 2 Д 3, но при 
этом необходимо учитывать соотношения между коэффициентами (3.10), 
которые зависят от соотношений между собственными значениями тензора 
Е. Условия (2.40) допускают несколько вариантов таких соотношений, ка­
ждое из которых накладывает свои ограничения на коэффициенты (3.10). 
Рассмотрим их последовательно.

2. Параметры ортогонального преобразования при дополнительных 
ограничениях на детерминант собственно деформации

Параметры ортогонального преобразования выражаются наиболее 
просто через характеристические составляющие собственно деформации 
Е, если преобразуемые решетки допускают существование дополнитель-



ных связей между детерминантом и собственными значениями тензора Е. 
Последнее имеет место в следующих случаях.

Во-первых, при
Ез <Е2< Е, = |Е|. (3.11а)
Тогда

аі = 1, 1 < а2< а3 (3.116)
и уравнение (3.9) удовлетворяется, если

Х =  Ле і , (3.12)

где X] = ±1. Первое из равенств (3.8) в этом случае дает

cosT = 2 / ( E 2 + E3) = 2E3/ ( 1 + E 3  ).  (3.13)

Во-вторых, при
Е3<Е2= Е, = |Е|. (3.14а)

Тогда
а3>1, а і = а 2= 1 ,  (3.146)

X  = cos<pei + БІПфе2 , 0 < ф < 2 л  , (3.15)

cos'? = 2 / ( |Е| + Е3) = 2Е3 / ( 1 + Е 3 ).  (3.16)

В третьих, при
Е3 = |Е |<Е2 <Е, . (3.17а)

Тогда
а3=1, а і < а 2< 1 ,  (3.176)

Х =  т)е3 , т ) =±1 , (3.18)

cos4/ = 2 / ( E , + E 2) = 2 E , / ( E f  + 1) .  (3.19)

В четвертых, при
Е3 = |Е| = Е2<Е, . (3.20а)

Тогда
аі < 1, а2 = а3 = 1 , (3.206)

A. = coscpe2 + sin(pe3 , 0 < ф < 2 л ,  (3.21)

cos'? = 2 / ( Е, + |Е |) = 2Е] / ( Е? + 1 ) .  (3.22)



Заметим, что соотношения (3.11а), (3.14а), (3.17а), (3.20а) выражают 
фактически условия существования метрических инвариантов -  площадей 
и расстояний в плоскостях, представляющих собой ориентационные инва­
рианты для тензора Е. Это и упрощает зависимость параметров ортого­
нального преобразования от собственно деформации Е.

3. Связь между параметрами ортогонального преобразования и 
характеристическими составляющими собственно деформации

Предположим теперь, что собственные значения тензора Е и коэф­
фициенты (3.10), в свою очередь, подчиняются одному из следующих ва­
риантов соотношений:

Ез < |E| < E2 ^ Ei , (3.23а)

ai < a2 < 1, a3 > 1 ; (3.236)

E3 < E2 = |E| < E, , (3.24а)

ai < 1 , a2 = 1, a3> 1 ; (3.246)

E3 с  E2 < |E| < Ei , (3.25а)

ai < 1 , 1 < a2 < a3 ; (3.256)

E3 < |E| < E2 = E] , (3.26а)

a( = a2 < 1, a3 > 1 . (3.266)

Уравнению (3.9) можно удовлетворить в этих случаях, полагая
Х \ -■ аі sinO coscp , Х 2 =  а2 sinO sincp, Ä,3 = a3cos0 , где Ѳ -  азимутальный, 
а ф -  полярный углы. Вектор X  будет иметь единичную длину, если

(а? сов2ф + а 2 б ш 2ф )  sin20 + а 3 cos20 = 1 . (3.27)

Разрешая (3.27) относительно sin20, найдем

sinÖ — sin Ѳ0 Д /l -  К  8ІП2ф ,

cosG = ц  cos Ѳ0 -y/l -  К f s i n ^ /д /l —К s in ^  , (3.28)

где л = ±1, ____  ______ ____

sin Ѳ0 = Ѵа! — l / V a3 — af , cos0o = V1 - a  1 / Va3 ~ a ? . (3.29)
К  = (a2 — a f ) / ( а ,  - a f ) ,  K ' = K /co s20o , (3.30)

причем 0 < K < 1  (К = 0 , К '= 0 ,  если E i =E 2> |E |) , 0 < K '£ 1 ,  если



Е2 > |Е |; К ' > 1 , если Е2 < |Е |.
Формулы (3.28) имеют смысл при любых ср, если Ег > |Е |, и при <р из 

интервалов:

[О, фо], [л -  ф0, л + фо], [2л -  фо, 2 л ), (3.31)

если Е2 < |Е |, где Ф0 = arcsin (і / Ѵк7) .

Итак, в случаях, выделенных соотношениями (3.23а), (3.24а), (3.25а), 
(3.26а), вектор X , удовлетворяющий уравнению (3.9) и условию 
нормировки (3.6), является функцией ф и параметра ц, принимающего зна­
чения (±1). В явном виде функцию эту можно выразить формулой

Х  =  А ( о Х о . (3.32)
Здесь А.0 = Цр = о = aj sin Ѳ0 еі+ цаз cos Ѳ0 e 3 ; © -  поворот на угол ф во­

круг оси е3,
ю = cos ф (er©! + е2-е2) + sin ф (е2*е! -  еге2) + е3-е3 ; (3.33)

А -  симметричный тензор, перестановочный с тензором Е ,
з

A = Z A iei ‘ei ,  (3.34)
І=1

где Аь А2, А3 -  собственные значения тензора А ,

А1 = l/^ /l — К віп2ф , А 2 = А ха 2 / а 1 , А3 = A ^ l - K 's i n ^  . (3.35)

Угол ф принимает значения из интервалов (3.31), если Е2 < |Е |, а при 
Е2 > |Е| допустимы любые значения ф из интервала [0, 2л).

Разрешая теперь первое из равенств (3.8) относительно cosH* и испо­
льзуя (3.32), придем к формуле

cos^ = C , (3.36)

где

С = Со (1 -  С '  sin2 cp) / (1 -  С " sin2 cp), (3.37)

Со =  (|J,| -  (Хо, ЕХо)) / (IJxol -  (Хо, ЕХо)), (3.38)

C '= ( K |J i | - Q ) /  ( |J , |-(Хю, ЕХо)),

С " = (K|J,o| -  Q ) / (IJ.ol -  (Хю, ЕХо)), (3.39)

(Хо, Е  Хо) = Ei а? sin2 0o + Е 3 а 2  cos2 0 o , (3.40)

Q = (E ia?  - Е г а 2 ) sin2 0o + К Е 3 а 3 . (3.41)



Значения функции (3.37) удовлетворяют неравенствам 0 < С < 1 . 
Производная д  С/3 ф = Со (С" -  С*) зіп2ф / (1 -  С"8Іп2ф)2 функции 

(3.37) по ф исчезает при ф = 0, л/2, л, Зл/2, причем д * С /д  ф2 |ф - 0. % =  
= 2С0(С '-С '), Э2С/Эф2|ф=я̂ ?3л̂  = -2Со(С "-С Ѵ (1  -  С")2 . Знакразности

определяется знаком сомножителя А = Q -  К (Ао, Е Ао), так как все осталь­
ные сомножители в (3.42) заведомо положительны. Используя (3.41), 
(3.30), (3.40), (3.10), нетрудно показать, что

и является величиной положительной, поэтому С " -  С '>  0. Следовательно, 
при ф = л/2, Зл/2 функция (3.37) достигает наибольшего Стах = 
= С |ф - л/2, зя/2 = С0 (1 -  С )  / (1 -  С '0 » а при ф = 0, л -  наименьшего Сит = 
= С |ф .  о, я = Со значений. Поэтому Cmin < cos'? < Стах > если Ег > |Е| , и 
Стт ^  cos'? < С |ф = Фо= С0 ( К '-  С*) / ( К '- С " ) , если Е2 < |Е |, так как в по­
следнем случае ф принимает значения из интервалов (3.31), не содержа­
щих ф = л/2, Зл/2.

глк   _ VI 101 I Ц/

■ Ц і10|- ( Х 0, Е Х в Щ | - ^ 0,Е Х 0)) (3.42)

д  _  а іа2а з(|^ю| N )(E , Е 2ХЕ2 ЕзХе, E 3)sin Ѳ0

U j2- j j (a! - a?)

Н я Ѵ П Н Р Т Т  ГГѴГТТ. Г Л ^ Л Т и А Ш П .Т А  T ^ u o n r i o  F* •«« •• J  • ** » • •••••- .•* • * • • V* * •.* •• L VII -Я—* j  ̂ ц,ѵ

отношениям

Ез — Е2 |Е| < Е і .
Тогда

(3.43)

а ,< 1 , а2 = а3> 1, 

cosT = Со , (3.44)
где

(3.45)

\  =т\-/л'е1 + Vi -  A'(cos(p е2 +sin<pe3), 

где г| = ±1, 0 < ф < 2 к ,

(3.46)



A, (l-E j(E ,E 3- l )  
2E3(E ,-E 3Xl-C0) (3.47)

Формулы (3.32) -  (3.37), (3.44) -  (3.47) выражают в явном виде зави­
симость параметров ортогонального преобразования Q от характерис­
тических составляющих тензора Е при условии, что собственные значения 
тензора Е не расходятся с требованиями (2.40).

Требованиям (2.40) отвечает, в частности, тензор (1.37), описы­
вающий один из вариантов собственно деформации у-решетки в а- 
решетку. Вычисления, относящиеся к этому случаю, проводились с ис­
пользованием данных о параметрах у- и а-решеток [34], которые пред­
ставлены в табл. 3.1. В этой же таблице приводятся параметры у- и а- 
решеток, следующие из модели жестких атомных сфер1 радиуса г . Резуль­
таты приведены в табл. 3.2 -  3.4.

Несколько проще обстоит дело, если собственно деформация одной 
решетки в другую при взаимном превращении у- и а-решеток реализуется 
по схеме Бейна. В этом случае удобно перейти к формулам

Т а б л и ц а  3 .1
Параметры у- и а-решеток _________________

Номер набора
••*1" ^ 
решеток

Р гглтйлго. :iviv;uu ..  * öy, r~L 1a<x, “L _ 1

1 Fe 3,548 2,861 2,861

2 F e-1,4%  С 3,620 2,8428 3,0234

3 Fe -30,7%  Ni -0,28%  С 3,602 2,863 2,903

4 F e-31%  Ni 3,591 2,875 2,875

5 модельная 2 r 4 l 4 г /Ѵ з 4 г /л /з

1 Перестройка у-решетки в а-решетку в модели жестких атомных сфер описыва­
ется в [35].
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Значения параметров ортогонального преобразования в случае 
у -  а  перестройки при собственно деформации решеток по Бейну

Номер набора 
параметров 

решеток
arccos Со,' Ѵл arccos

0,98059444

0,98672094

0,98181190

0,98033440

0,98141085

11,305911

9,3476630

10,944393

11,381658

11,064772

0,32744390

0,33026067

0,33363705

0,33276476

0,30703417

70,886296

70,715402

70,510321

70,563329

72,119414

где

X = л/Г-Л( е, cos ф + е2 sin ф) + цл/л е3 , 

cos'? -  Q ,,

л =  (1- е ,е 3Хе , - 1 )2 
2 Б ,(Е ,-Е ,Х 1 -С 0) ’

[2Е,(і+Е1Е3)-(Е ? -і) ( і-Е 1Ез)].
С° 2Е,(Е, + Е 3)

Причем в случае у -> а  перестройки 

Е, = кл/2 , Е3 = кт , 

а в случае а  -> у перестройки

E , = - U ,  Е, = —
сѴ2 КТ

(3.48)

(3.49)

(3 .50)

(3.51)

Следует однако заметить, что Со и Л, рассматриваемые как функции 
Е| и Е з , обладают свойством С0 (Ej-1, Е J1) = Со (Е| , Е3) , Л (Е^1, Е 3' ) =



= A (Ei , Е3) , т. е. не изменяются при замене Еі -> Е ,1, Е3 -► E j1, поэтому
их значения для прямого и обратного превращений решеток у и а  совпа­
дают.

Представление о величине угла поворота -  arccos Со и ориентации 
оси поворота (3.48) относительно оси симметрии четвертого порядка ис­
ходной решетки в рассматриваемом случае можно составить, обратившись 
к результатам расчетов, которые приводятся в табл. 3.5.

4. Построение ориентационно неизменных плоскостей

Нормали к ориентационно неизменным плоскостям можно искать 
при известных параметрах ортогонального преобразования Q и собствен­
ных значениях тензора L, исходя из уравнения

( L * - p I ) N  = 0 , (3.52)

где L = Q E , р = Lj , і = 1,2,3.
Уравнению (3.52) удовлетворяет вектор

Xkn(p) = [ ( L - p I ) e k, ( L - p I ) e J ,  (3.53)
где ei» е„ -  собственные векторы тензора Е, выбираемые произвольно, но 
так. чтобы четгтоп Х;-п отличался от нулевого. Действительно, (elTl, (L — 
- p I ) X kn(p)) = ( (L -p I )e m,X kn(p)) =  ( e m i [ek,e n] ) d e t (L -p I )  = 0 при лю­
бом ш = 1, 2, 3, в силу равенства det (L -  р I) = 0. Следовательно, решение 
уравнения (3.52) определяется одной из формул

N(p) = Xkn(p )/|X kn(p)|, (3.54)

где k, п =  1,2; 2,3; 3, 1.
Формулы (3.53), (3.54) решают задачу построения нормалей к плос­

костям, ориентационно неизменным при деформации L. Заметим однако, 
что формула (3.53) не очень удобна в практическом отношении и ее следу­
ет преобразовать, выразив явно через ортогональное преобразование П или 
через его параметры. Это дает

Xkn =  F [C |c  5 ®n] 9

где F = (р2 + pJi)I + pEQ* + |E|QE_I, или

(®k> F[cit, Cn])®k^*(®n> F[ek, en])en+([eic, вр], F ^ ,  en])[ei(, en] . (3.55)



При этом

(«b F f o , e j )  = Ek{(En - р)(А, e^sitfF + (En + p)(l -  cos40(A, ek)(A, [ek , «J)}, 

(вп> F [ * , en])=En{-(Ek-p)(A, ek)sinT + (Ek+ p)(l -  cos»F)(X, e„)(X, [e , , *])}, 

([ek, en], F[ek,e„]) = p2 + J,p  + ( p |E |E E ?  + EkE„)[ cos'E +

+ (1 - c o s m [ e k,e„])2] .
Переход к явным выражениям для нормалей осуществляется наибо­

лее просто, если X  -  собственный вектор тензора Е, соответствующий соб­
ственному значению его, равному |Е|. Именно так обстоит дело в случаях, 
предусмотренных соотношениями (3.11а), (3.14а), (3.17а), (3.20а). Рас­
смотрим эти случаи.

Тогда вектор X  лежит в плоскости собственных векторов еі, е2 тензо­
ра Е (см. формулы (3.12), (3 .15)), Е X  = |Е| X , L* X  = |Е| X , L X. = |Е| А, и 
уравнению (3.52) при р = |Е| удовлетворяет вектор

Таким образом, при собственно деформации Е, отвечающей соотно­
шениям (3.56), ортогональное преобразование Q и составляющие (2.26), 
(2.29) тензора (2.41) определяются формулами:

Q = I cos^F + (1 -  собЧ^А, • X  + біпЧ* (е3 • [е3, X] -  [е3, X ] • е3) ,
где

cos'F = 2E3/ (1 + Е3) , sin'P = (1 - E j ) / ( 1  + Е2) ;

Пусть

E3 < E2 ^ Ej — |E |. (3.56)

N |p =|E| -  A,

а при p = 1 -  вектор

N |p-,=  [A, ( L - i ) e 3j/|iA , ( L - l ) e 3jj = (-E 3e3+le3, A.J)/д/1 + Е ‘

(3.57a)

V2= [N3, Nt] / |[N 3, N,]| = (е3+ Е 3[е3,\] ) /д /Г к Ё [  , 

v3 ~ N3 = A;

V1 = v b  v2 = v2 , v3 = v3 ;

(3.576)



Е2 v2 = ( Б ;1 -  Ез) V, + v2 = (E2e, + E3‘ [e3, Х ])Д /І+ І* .

Случаю E2 = E] = |E| в (3.57) соответствует 

A = coscp в] + sincp e2 , 0 < ф < 2tc ,
а случаю E2 < Ej = |E| -

A. = T|ei, r| = ±1 . (3.58)
Если же собственно деформация Е отвечает соотношениям

,Е3 = |Е| < Е2 < Е | , (3.59)
то

Q = I cosH* + (1 -  cos^OA • X + sin^ ([А, ei] - ei — ei • [А, e j ) ,
где

cos4/ = 2E ,/(E ?  + 1), sinxP = ( E f - l ) / ( E f  + 1);

у, = N, = (-E,e, + [X, e, ] ) / , (3.60a)

v2= [N3. N ,] / |[N 3, N,]| = -(e , +E,[X, e , ] ) / /E 2 + l ,

v3 = N3 = X; (3.606)

V1 = v b  v 2 = v 2 , v3 = v3 ;

1?2 , ,  — /  j j  T? \  I .  J  - Г С 2 Л ! Ü  - l  ГЛ Л 1) /  / с 2 1яи v2 ) vi ‘ v2 ~ V^lvl ! 1**9 ' ' l l / j  V^l ' A-
Случаю E3 = |E| = E2 в (3.60) соответствует

A = cos<p ©2 + sin<p e3, 0 < <p < 2rc,
а случаю E3 = |E| < E 2 -

А = ле3 , ц = ± 1 . (3.61)

Более громоздкие выражения для нормалей к ориентационно неиз­
менным плоскостям получаются при собственно деформации Е, отвечаю­
щей какому-либо из соотношений (3.23а), (3.24а), (3.25а), (3.26а). Пара­
метры ортогонального преобразования Q в этих случаях определяются 
формулами (3.32) -  (3.37) и в формулах (3.54), (3.55) можно положить к = 
= 1, п = 2, что дает

N(p) = X12(p ) /|X l2(p)|, (3.62)



X|2= Fe3 = »X12 )в| }

где

(еь X12) = (eb Fe3) = Е^лМ зО ^г + p ) ( l-C )c o s 9 -y/cos2 Ѳ0 - K s in 2(p +

+ a 2(E 2 - р)$іпф</(1 -  С2)(1 - K sin2(p) ]s in 0 o ,

(e2, X12) = (e2, Fe3) =E2 r|a2a3(E1 + p)(l -  C)sin (p^cos2 Ѳ0 -  К sin29 -

-a ^ E , -  p)cos ф^(1 -  С2 )(1 -  К sin2(p) ] sin Ѳ0,

(e3, X12) = (e3, Fe3)= (1 -K  sin^p){p2 + pJ, + (E,E2 + pE3 )[a2 -  (a2 - l ) c ] } -

-  a2 sin2 Ѳ0(Е,Е2 + pE 3 )(1 -  С ), (3.63)

Ф принимает значения из интервала [0, 2л), если Е2 > |Е| , а при Е2 < |Е| из 
интервалов (3.31).

5. Ориентационно неизменные плоскости в случае 
двукратного вырождения собственных значений тензора £

Ф ормулы дли нормалей к ориентационно неизменным плоскостям 
заметно упрощаются, если

Е3 < |Е| < Е2 = Е , . (3.64)

Такие соотношения свойственны, например, собственным значениям 
тензора Бейна (1.38). Нормали Ni = N (р)|р = L, = l, = і » N3 = N (p)|p = l, = |E| к 
ориентационно неизменным плоскостям в этом случае преобразуются к 
виду

N, = ©N,o, N3 = o)N30 , (3.65)

где со -  поворот на угол ф вокруг оси е3 (см. формулу (3.33)), т. е. их по­
ведение в зависимости от ф подчиняется вращательному закону;

Яіо = лСіеі - е іе 2 + аіе3, (3.66)



к _ ІШШЦ £ _ )E|(1+E,e7) ct = E f K j L . /о 67\
"  Y 2(E1- E 3) ’ ' у 2(E,+Ej) ’ ' 3 V(Ef - E3) ’ ( ' }

N3 0  = лСз«і -  Езег + ст3е3, (3.68)

^  -  E , - l  (E f- lX l+ Е ^ з)  ̂ £j E ,+ l /(E?-1X1-E,E3)j2.

E ,(1-E3)Y 2E ,(E ,-E 3) ’ E,(1-E,)Y  2E,(E,+E3)

a 3 = E r'V 0-E fE 5)/(E f-E j) , (3.69)

гдег| =±1 .
Подстановка (3.65) в (2.26), (2.29) приводит к выражениям;

Ѵі=шѵ10, v 2 = <öv2o , ѵ3 = 0>ѵ30, (3.70а)

V1 = ©Vo, v2 = cdvJ, v3 = ö)Vo, (3.706)

из которых следует, что поведение составляющих (2.26), (2.29) тензора 
(2.41) при изменении ср также подчиняется вращательному закону, где

Vio = Nio, v3o = N3o, (3.71)

V20 = vS = [Nm, N10] / |[N 30, N J I ,

V1. = IN.... TN.... N . ll / l l N  N. l l J• у 1. Jü ' L iw jyjj/ j s. JU- lUJj :

v 30 = [N10> [N30, N,0]] / |[N 30, N10] |2 , (3.72)

|[N 30, Nl0]|=  |е | - і) /[Е і(1 -Е 3)] .

Переходя в (3.72) к явным выражениям (3.66), (3.68) для векторов 
Nio, N3o, будем иметь

ѵ20 = ѵ? = -  [( |Е |-1 )/|Е |-і|](Е Г ’Сіеі +лЕГ,біе2 + лЕз, о .е3) ) 

vö = [(1—E3 ) / ( |E |-1)] { — n [еі03 + (Е1/Е 3)е 3СТ|]е, +

+ [ ; , ct3- ( E , /Ез ) Сза, ]ez + ( Ci e3 + ; 3e ,)e3}.

VJ = [(1 - E 3) / (|E |-1)] { ne, o, [ (E, / E3) + l]e, +

+ C,ol [ ( E ,/E 3) - l ] e 2-2 C ,e ,e3}.



Тензор Е с равными собственными значениями Еі и Е2 (см. соотно­
шения (3.64)) перестановочен с поворотом cd (3.33). Учитывая это обстоя­
тельство и используя формулы (3.70), тензор (2.41) можно выразить в виде 
произведения

L = G)Lo(d*, где

Lo = v[, Vio + vj E2V2o + |E| Ѵо-Ѵзо , (3.73)

Е2 = Е?І + (Е3 -Е ? ) е 3 е3 .

Аналогичным образом раскладывается в произведение Q = со По ®  
и ортогональное преобразование Q, восстанавливающее ориентацию плос­
костей с нормалями (3.65) после собственно деформации Е, где

Оо = СоІ + (1 - С0)Хо• Хо + л/1 “ Со U*. , (3.74)

Х0 = л /і-Л е , + г \4 а  е3 .

Со и Л определяются формулами (3.50). Связь тензора (3.73) с преоб­
разованием (3.74) устанавливается формулой

Lo = Е .

Представление об ориентации векторов (3.71), (3.72) в случае у -> а  
перестройки при собственно деформации у-пепзетки по Бейну можно 
получить, обратившись к табл. 3.6 -  3.8.

Достаточно просто обстоит дело и в тех случаях, когда собственные 
значения тензора Е удовлетворяют соотношениям:

Е3 = Е2< |Е |< Е , . (3.75)

Тогда нормали Ni = N (р)|р = ц  = - 1, N3 = N (р)|р - L3 - іеі к ориента-
ционно неизменным плоскостям выражаются формулами:

N,=«#,N,0 . N3 = o,N 30) (3.76)
где С£>| -  поворот на угол ф (0 < ф < 2л ) вокруг оси еь

©1 = егеі + (е2е2 + е3 е3) cos ф + (е3 е2 -  е2 е3) sin ф ;

N10 = ст'.е, + Т|Сі е2 + е', е3 , (3.77)
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1 -Е 2
о! =Е «  =

|Е3(Е|Е3 -1)
Е’ -E j  ’ '* У 2 (E ,-E j) ’

N3 0  = cr'3 e, + лС з * 2 + е'з е3 ,

, _ |Е 3(Е,Е3 + 1)

(3.79)

с,_  1+Е3 | (1 -Е 3)(Е|Е3-1)
3 Е3(Е, -1) у 2Е3(Е, + Е 3) 

г| = ±1. Подстановка (3.76) в (2.26), (2.29) дает

V i= C Ö |V io , V2 =  (ÖiV20. Ѵз =  © ]Ѵ зо,

(3.80)

V2 = <D|vJ , v3 = ©)vj ,

где

vio = N,o, vjo = N30, V2 o = v 20  = [N 30> N10] / |[ N 30, N10]| ,

v i = [N30, [N10, N30]] / |[N 30, N10]|2 , 

vJ = [N10, [N30( N10]] / |[N 30, N l0] |2 ,

|[N305 Nio]|- l l - j E l l / ^ - i ) ]  ,

Т а б л и ц а .  3 .7
Компоненты вектора v2o в случае у -» а  перестройки при 

собственно деформации у-решетки по Бейну

Номер набора 
параметров 

решеток
(*Ь ѵ2о) (®2> ѴМ) (е3, ѵ2о)

1 -0,32493582 -0,65751714 ті 0,67977049 л

2 -0,34413984 -0,66782873 л -0,65997921 л

3 -0,36266665 -0,66276989 л -0,65514042 л

4 -0,35288818 -0,65998450 л -0,66324233 л

5 -0,27059805 -0,65328148 л -0,70710678 л
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или в явном виде

V20 = ѵ2о = [ ( 1 - |Е |) / | і - |е | |] ( пЕГ'о',е, + Е j’C ,е2 - ц Е г  с ',е3) ,

V і = [(Е , -1) /  (1 -  |Е|) ] {(£ , е'з + е', Сэ )еі -  Л [е'і о'з + (Е3 / Е і ) о', е’з ] «г + 

+ [(Е3/Е 1) а 'С з - 0 ' з ] е з } >

Ѵо -  [(Е ,—1 ) /(1-|Е |)]{ - г С .в '. с + л е '.о ',  [1 +(Е3/Е , )]е2 +

+ о ',С . [1 - (Е 3/Е , )]е3> .

Тензоры (2.41) и ортогональное преобразование Q выражаются в ви­
де произведений:

L = g)iLoG)i* , Ü = o)iQ0©i*,
где

Lo“  Vq-Vio + Vq-E2V2o + |E| Vq-V30 , (3.81)

E2 = E 3I + (E ?- E 2) e3 • e3 ,

Qo = C0I  + (l-C o)X o  l o  + ^ - C 20 V K , (3.82)

X 0 = t(Va 7e, + V l - A '  e2 ,

Со и А' определяются формулами (3.45), (3.47). Связь тензора (3.81) 
с преобразованием (3.82) устанавливается формулой

Lo = Qo Е .
Соотношения (3.75) характерны для собственных значений

тензора Бейна Е = Еі erej + Е3 (е2-е2 + е3*е3) , описывающего а  -» у пере­
стройку , где к и т определяются формулами (1.24):

е = еа a zz ра а — рас ,  С 3 ,  С 2  с ,  ,  С 3  С 2  ,

где е“, е2, е3 -  правая тройка ортов, направленных в а-решетке так, как
это показано на рис. 1.2. Результаты вычислений, относящиеся к этому
случаю, приведены в табл. 3.9 -  3.11.
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Т а б л и ц а  3 .1 1
Компоненты вектора V20 в случае а  -* у перестройки при собственно де- 
__________________ формации а-решетки по Бейну___________________

Номер набора 
параметров ре­

шеток
(«ь Ѵ20) (в2, Ѵ20) (е3, Ѵ2 0 )

1 0,54814624л 0,37055013 -0,74981877л

2 0,55177253л 0,38136849 -0,74169067л

3 0,52803519л 0,40762128 -0,74499912л

4 0,53100007л 0,39955326 -0,74725902л

5 0,57735016л 0,31245984 -0,75434445л

Заключение к главе

Итак, все возможные варианты соотношений между собственными 
значениями собственно деформации решетки X в решетку г, совместимые 
с ограничениями

Е з < 1 < Е і, Е ,< Е 2 <Е, , Е2* 1 ,  Ез < Е іЕ 2Ез <Еі , Е іЕ2Е з * 1 , (3.83)
рассмотрены. Для каждого из этих вариантов существуют и установлены 
ориентационно неизменные плоскости, отвечающие выделенным (см. гл. 2, 
разд. 5) собственным значениям тензора L:

Lj = 1 * * 1 ,  L3 = |Е |, (3.84)

Нормали к ориентационно неизменным плоскостям зависят, как пра­
вило, от двух параметров: параметра ц = ±1 и угла ф (исключение состав­
ляют случаи Е3 < Е2 < Еі = |Е |, Ез = |Е| < Ег < Еі (см. формулы (3.57), (3.58), 
(3.60), (3.61)), так как от т| и ф зависит ориентация оси А, поворота Q, а в 
случаях (3.23а) -  (3.25а) -  и величина угла поворота.

Следовательно, ни взаимное расположение узлов в каждой из решеток 
X и г, связанных деформацией (1.1), ни ограничения (3.84) на собственные 
значения тензора L однозначно не определяют ортогональное преобразо­
вание Q в (1.9) и сам тензор L.



Глава 4. ОРИЕНТАЦИОННО НЕИЗМЕННЫЕ ПЛОСКОСТИ 
В СЛУЧАЕ у -» а  ПЕРЕСТРОЙКИ ПРИ СОБСТВЕННО 

ДЕФОРМАЦИИ у-РЕШЕТКИ ПО БЕЙНУ

Преобразование решетки X в решетку г посредством однородной де­
формации (1.1) может оказаться совместимым с принципом идеального 
сопряжения фаз по инвариантной плоскости при собственно деформации Е 
с собственными значениями Еь Е2, Е3, отвечающими ограничениям (3.83), 
поскольку в этом случае выполняется одно из необходимых условий 
существования плоскости, общей для решеток превращающихся фаз, а 
именно: имеется семейство (П3 (ц, ф)} плоскостей с нормалями N3 = 
= N3 (г|. ф) , в каждой из которых деформация Е не изменяет площадь и 
расстояние вдоль одного из направлений. Таким образом, если допустить, 
что преобразование решетки X в решетку г реализуется посредством де­
формации с инвариантной плоскостью, то эту плоскость следует искать в 
семействе ориентационно неизменных плоскостей {П3 (т|, ф)}. Некоторые 
свидетельства в пользу этого утверждения можно получить на примере 
у ос перестройки. Для ее анализа здесь предлагается несколько иная па­
раметризация ориентационных инвариантов деформационного преобразо­
вания, связанная с использованием углов, характеризующих отклонение 
плоскостей П3 (г|, ф) от заданной плоскости. Такая параметризация пред­
ставляется более удобной при классификации плоскостей П3 (ц, ф) и со­
поставлении с экспериментальными данными относительно габитусов а- 
мартенсита.

1. Ограничения на параметры собственно деформации и 
ориентацию плоскостей П3

Предположим, что собственно деформация у-решетки в а-решетку 
описывается тензором Бейна (1.38) с собственными векторами:

е ,= ( е ’ - е ’ )Д/2 , *2 =(е,т + eJ)/V 2 ,  е, = е » . (4.1)

где е], ej, t] -  правая тройка ортов, направленных в у-решетке вдоль 
осей симметрии четвертого порядка (см. рис. 1.3). Тогда нормали к



плоскостям семейства {П3 ( tj, ф)} выражаются (см. (3.65), (3.33), (3.68)) 
формулой

n j = {[(Л?> -E,)coscp + (4 C, + E ,) s m .] / i /2 } e ;  +

+ {[(Ч С ,-= ,) sin <p — (л^з + e 3)cos<p]/-y/2}eJ +ст3е ] , (4.2)

где г) = ±1 ; £з t 63 , а 3 определяются формулами (3.69). Вектор (4.2) об­
разует минимальный угол с единичным вектором нормали

N = t N ier (4.3)
І=1

к некоторой заданной плоскости Н при угле ф, удовлетворяющем уравне­
нию

d(N, N3)/<kp = Алсо8ф -В ч8Іпф = 0 (4.4)

и неравенству d2(N, N3)/fyp2 = -(А л 8Іпф+Вл соБф) < 0, где

А ч + e 3)N, +(ііСз - e 3)N 2]/V 2 ,

вч =[(лСз - e 3)N, - ( Лг;з +e3)N2]/V2 . (4.5)
Уравнение (4.4) эквивалентно уравнению ( N3 , [N , С3 ]) = 0 и, сле­

довательно, удовлетворяется, если вектор N3 лежит в одной плоскости с 

векторами е3 и М. Это условие заведомо выполнимо при любом N, так что 
значение наименьшего из углов Ф между нормалями N3 и N можно 
выразить формулой

Фшіп = I arccos а 3 -  arccos N31, (4.6)

если выбор вектора N подчинить требованию N3 > 0.
А

Формула (4.6) говорит о том, что минимальный угол (П3 Н)тш между 
плоскостями П3 и Н, который измеряется углом Фщю между нормалями N3 
и N к ним, тем меньше, чем меньше разность а 3 -  N3, и может стать рав­
ным нулю, если выполнимо равенство

ci3= N 3. (4.7)
Равенство (4.7), выраженное через собственные значения

Еі= Кл/2, Е3= кт (4.8)



тензора Бейна, приводит к уравнению, связывающему параметры к, т, N3, 
и, будучи разрешенным относительно к, принимает вид

к = {2 |т2 (1 - N j )  + 2 N j]} '1M . (4.9)

Формула (4.9) определяет к как функцию т и N3. Максимальное зна­
чение ее при заданном N3 из интервала 0 < N3 < 1 реализуется при т = 1, 
поэтому

<c(N3, т) < к^СЫз) = [2 (1 + Ыз)Г'/4 < 2-1/4 .

Снизу значения k(N 3, т) ограничены требованием

|Е| = 2тк3 > 1, (4.10а)

так как у -> а  переход в сплавах железа идет с увеличением удельного объ­
ема, или

к > (2т)_ш . (4.106)

Следовательно, (2т)”|/3 < к < 2~|/4« 0,84 . В качестве дополнительного 
требования примем'

Е, > |Е| (4.11а)

или

к < (т  У І 2 ) - т , (4.116)

ограничиваясь рассмотрением а-мартенсита массивных образцов сплавов 
железа. Тогда будем иметь

(2т)~ш < к < (т -У2 у т  . (4.12)

Отметим для сравнения, что область значений параметров к и т ,  вы­
деленная формально, представляет собой прямоугольник (рис. 4.1), вер­
шинам у, а', а", а '"  которого соответствуют: аа = ау и с а = ау, а а = 

= ау/л/2 и са = ау/ л ^ ; а а = ау/л/2 и са = ау;аа = ау и са = аг/л /2 , а область 
значений к и т ,  отвечающих неравенствам (4.12), представляет собой кри­
волинейный треугольник без границ а |а*  и a^ a * , определяемых

уравнениями к = (т л/2 )"1/2 и к = (2т)",/3 соответственно.

1 Случай равенства Еі = |Е| может представлять интерес в связи с обсуждением а- 
мартенсита тонких пленок.



Подстановка (4.9) в (4.12) приводит к неравенствам 

0 < N 32 <f(T), (4.13)

где f[i) = т [(2т)ш -  т] / (2 -  т2) , накладывающим ограничения на ориента­
цию плоскостей Н. совместимых с плоскостью П3. Действительно, нера­

венства (4.13) эквивалентны неравенствам л/2 >N  е3 > arccos л Щ ъ )  , где 

N е I  -  угол между векторами N и е ] . Функция Дт) монотонно возрастает 

в интервале 1 < т < л/2 , поскольку

df(T)/dT = (24/3/ З)т1/3(т2̂3 + 2473)[( т273-  2Ш) / (2 -  т2)]2 > О 

при положительных т, и стремится к максимальному значению (1/3) при 

, так что

21/3 -  1 й  Дт) < 1/3 и arccos(l/V3) < arccos -y/f(T) ^  arccos л/2|/3 -1  . 

Следовательно,

arccos(l/-\/3 ) < РГе, < я/2 . (4.14)



Заметим однако, что значения т, близкие к л/2 , не характерны для а- 
мартенсита сплавов железа (см. табл. 3.1), поэтому нижняя граница углов
N е ]  не отличается заметно от

arccos л/2ш -1 *59,3479°; (4.15)

при т = 1,1 , например, arccos W )  -  58,0963°, что меньше угла (4.15) 
только на 1,2516°.

Неравенства (4.14) с учетом сделанных оговорок исключают воз­
можность идеального сопряжения решеток а  и у фаз в сплавах железа по 
плоскостям семейства (111 }у и ставят под сомнение возможность образо­
вания кристаллов а-мартенсита с габитусами {111 }у. Вывод этот следует 
только из геометрии у а  перестройки (см. неравенства (3.83), (4.10а)), 
поэтому можно сказать, что запрет на габитусы {111 }у обусловлен распо­
ложением узлов в решетках у и а.

2. Ориентационное поведение плоскостей П3, ориентационно 
близких к заданной плоскости при условии (N3,[N,eH)35 0

Для габитусных плоскостей кристаллов а-мартенсита, наблюдае­
мых в системах Fe -  С, Fe -  Ni, характерны ориентировки, близкие (в зави­
симости от состава сплава) к (557}у, {225}у, |259}у -  {3 10 15}у. Если же 
учесть выбор собственных векторов тензора Бейна (см. формулы (4.1)), то 
для сравнения с плоскостями П3 (rj, ср) следует выделить габитусные плос­
кости, близкие к плоскостям типа

{lhk}y, {lkh}y, (4.16)
где h = ±|h|, k = ±|k|, 1 = ±|1|, |h| < |k| < |1|. Позиция и знак (положительный) 
подчеркнутого индекса остаются неизменными при всех перестановках 
индексов h, k, 1 и сменах их знаков, так как нормали N к остальным плос­
костям заведомо не удовлетворяют неравенству |[ e j , [N, ej ]]|2 > 1 -  f(i), где

2/3 < 1 -  Дт) < 2 -  21/3 » 0,740079 , следующему из неравенства (4.13) и 
условия нормировки |N|2 = |[ в ] , [N, ej ]]|2 + N 2 = 1.

Значения минимальных углов между ориентационно неизменными 
плоскостями П3 (ц, ф) и плоскостями семейств (4.16), вычисленные с ис­
пользованием данных табл. 3.6, приводятся в табл. 4.1 и указывают на воз-



Т а б л и ц а  4 .1
Значения минимальных углов между плоскостями П3 

и плоскостями семейств (4.16)
Номер набо­
ра парамет­
ров решеток

Фщіп ,°

{755}г {522}г {952}т {925}т {15 10 3}т {15 3 10}т
1 4,870 4,922 14,303 3,176 15,848 7,877
2 2,802 6,990 16,372 1,107 17,917 5,873
3 1,437 8,355 17,740 0,261 19,282 4,444
4 2,405 7,388 16,769 0,710 18,314 5,411
5 9,462 0,330 9,712 7,767 11,257 12,469

можность максимального сближения плоскостей П3 (т], ф) только с плоско­
стями типа {lhk}y , что согласуется с существованием установленной экс­
периментально зависимости1 между взаимной ориентацией габитусной 
плоскости кристалла а-мартенсита и оси бейновского сжатия (оси [001]т в 
данном случае). Однако та же зависимость имеет место и для кристаллов 
а-мартенсита с габитусами вблизи {1 hh}7. Вытекающие из этого ограни­
чения можно выявить, обратившись непосредственно к формуле

N3 U ( ,)= V (1- CTl) / ( 1- N3)(N 1elr + N 2e ;)+ c 3e; , (4.17)

которая выражает нормаль к ориентационно неизменной плоскости
ГГ ( /Г\ лСпГ.Г.ХЛГЛГГГЛТТ 1  ПРТТТТТ» ІЛ ТТ-Г 7ГГ ТТТ ТІГ.ЛТТ ЛЛѴІЛ 1. .Ѵ .л У . . . »Л ТТ Т -яААЗѴ Ч» rvjL±\\*ri і\ікіг*Аіі\гсиіпппікх j i \ j n  с  >>аДахіПѵ^іі і і ,  і і

получается из формулы (4.2) в результате подстановки ф = фи(л) с учетом 
равенств:

фмОі) = фо + 2лп (0 < фм(ті) < 2 л ), sin ф^ц) = sin ф0,

COS фм(Г|) = cos фо ,

віпфо = А л/ , со8ф0 = В ч/^ А 5  + В* ,

1 Между ориентацией габитусной плоскости кристалла а-мартенсита, наблюдае­
мого в сплавах железа, и ориентацией оси бейновского сжатия во всем объеме кристал­
ла или в большей по объему двойниковой составляющей его (если кристалл двойяико- 
ван) имеется закономерная связь, которая проявляется в том, что позиция среднего (по 
величине) индекса в обозначении наблюдаемой габитусной плоскости совпадает с по­
зицией единицы в обозначении оси бейновского сжатия, сопоставляемой с соответст­
вующим ориентировке кристалла вариантом собственно деформации у-решетки в а- 
решетку по схеме Бейна.



где n -  целое число; Ал, Вл определяются формулами (4.5).
Предположим, что Н -  плоскость (lhk)y, где 0 < h < к < 1. Тогда

N, = і /Vh2 + к2 + 12 , N 2 = h /V h2 + к 2 + 12 , N 3 = к/л/h 2 + к 2 + 12 (4 . 1 8)

и плоскость П3 (т|, ф(шк)у(л)) будет максимально приближаться к плоскости
(1Ьк)у , имея требуемую ориентацию по отношению к оси бейновского 
сжатия, если выполняются неравенства

Заметим, что плоскость П3 (т|, фіч(л)) образует с плоскостью Н угол, 
не превышающий заданного угла Фо, если

Выбор возможных значений угла Фо естественно ограничить требо­
ванием

так как угол N е3 в случае плоскостей (755)у, (522^ , (925)у, (15 3 10)у 
достаточно велик (не меньше чем 57°). Тогда неравенство (4.21) удовле­
творяется, если

Использование условия (4.21) в случае плоскости Н типа (lhk^ пред­
полагает дополнительно учет ограничений, накладываемых на о 3 нера­
венствами (4.19). Отметим в этой связи, что отношения порядка для границ 
интервалов (4.19), (4.23) зависят и от Ф0, и от самой плоскости (lhk^ , по­
скольку

N2V (1-^3)/0-N s) < а 3<М 1Л/(1-а32)/(1-К 2).

Разрешая их относительно <т3 # получим

(4.19)

где

(4.20)

f a  N , U c J =  a/ 0 - N ? ) ( 1 - ct32) + a 3N 3 * cos Ф0 . (4.21)

4>0<N Ae; , (4.22)

(4.23)
где

og» = N 3 cos Ф0 ± ^ / l -N 3 sin Ф0. (4.24)



знак(o g ' -  а '0, ) = знак[18(Ф0/ 2 ) - і е Ф (2-)] = знак(Ф о-2Ф (2' , ) >

знак(а(зо -  CTjJ’) = знак{[ t g ^ 0/ 2) — tg ФІ~' ][ Щ(Ф<>/2) -  tg ФІ*’ ]} 

= знак[( Фо -  2ФГ*)( Фо -  2ФІ+))],

т‘+>4 = ( - ) і

где

Ф(2_) = arctg 

Ф ^  = arctg

лД3 Nf
< + N 3v N2 у

2 ( а т  1 + ̂ L
" N , .

(4.25)

ФІ_)<Ф І+).

Случай с углами Ф0, превышающими 2Ф[ 1, не представляет инте- 
реса (табл. 4.2).

Т а б л и ц а  4 .2
Значения углов (4.25)

Плоскость Н Ф 2_),° ф Г \° ФІ+>,°

(755), 0 4,4848 55,3484
(522), 0 11,2507 58,3747
(925), 8,1163 7,9187 53,6091

(15 3 10), 11,0388 5,6324 51,1941

При

ф 0< 2 ф ;(-) (4.26)

справедливо неравенство су̂  -  > 0 , поэтому верхнюю границу ин­

тервала значений <т3 нужно положить равной ст ^ . Что же касается ниж­

ней границы, то она зависит от плоскости Н, поскольку > 0 для

плоскостей (lhh^ , где с^о = N2 = N3 и сг^ -  < 0 для плоскостей

(lhk)y, гдеh < к , если Ф0 < 2ф{-) .



Итак, плоскость П3 (г|, ф(іыс>т('П)) отклоняется от плоскости (lhk)y на

угол, не превышающий заданного угла Ф0 < 2Ф}_), имея требуемую ориен­
тацию по отношению к оси бейновского сжатия, если выполняются нера­
венства N 3 < а 3 при h = к и неравенства < а 3 при h < к, 

где ф}_), определяются формулами (4.25), (4.24).

3. Ориентационное поведение плоскостей П3, ориентационно 
близких к заданной плоскости при условии (N3, [N,e3])*0

Взаимная ориентация плоскостей П3 (г|, фічОі)) и Н может изменять­
ся также за счет поворота плоскости П3 (т], фгч(г|)) вокруг оси е ]  на угол 5ф. 
Плоскость П3 (г|, фщ(л) + 5ф) образует с плоскостью Н угол, не превы­
шающий Ф0, если

(N, N3U K(n)̂ )> cos Ф0 , (4.27)

(4.28)

где

з̂Іф=Ф„(п)+б»= ^ з1ф=ф„(п) cos8<p+[e3, N3|^=ftt(nJ]sin бф-ь 

+ a 3( l - c o s 8<p)e3 ,

(n. N3|Wn(4HS,)=  V(1-N^K1-ct3)cos5<p +ct3N3 .

Разрешая (4.27) относительно ст3 с учетом требования (4.22), будем
иметь

а ‘-> <ст3 <а<+), (4.29)

- 8фс < 8ф < 8фс, (4.30)

где

а ,1’ = [± (1 -  N 2 )-y/cos2 8ф -  cos2 8фс cos 8ф + (431)
+ М,СОЗФ0]/(Мз8ІП28ф + СО828ф) ,

8ф, = a rcs in (s ir^ 0/ .y / l-N 3) , 8фс > Ф 0. (4.32)



О поведении функций (4.31) в зависимости от 5ф на отрезке (4.30) 
можно судить по графикам (рис. 4.2) и неравенствам

а  < (+) < <+). _ о  (-). _ (-) < (-) <
° З С  -  ° 3  3 І5ф=0 — 30 » а 3 І5ф=0 30 -  а 3 -  а З С ,

где ^зс = а з_>Ібф=±8ф£=стз+)Ібф=±«<і>£ = ^ / с08фо. а м определяются форму-
лами (4.24).

Ограничения на взаимную ориентацию плоскости П3 (л, фіч(л) + 8ф) 
и оси ej бейновского сжатия можно выразить неравенствами

0 < (®2> N3) < (e j , N3) < ( e j , N3) , (4.33a)

полагая для определенности, что компоненты вектора нормали N к плоско­
сти Н отвечают требованиям 0 < N2 < N3 < Ni (см. формулы (4.18)). Под­
ставляя (4.28) в (4.33 а) и разрешая полученные неравенства относительно 
о 3> найдем

0 < а ‘2) < а 3 <а<°, (4.336)

где

стз ’ = ^ і / д/ n 2 +1 -  N3 , і = 1,2, (4.34)

Ы ^Ы ^озбф -Ы ^іпбф  , Ы2=Ы 18Іп5ф + Ы2со85ф . (4.35)

Неравенства (4.33) имеют смысл только при положительных
N,, N 2, -  а<2). Условие это накладывает ограничения на 6ф, а
именно:

Рис. 4.2. Зависимость с 3+) от 5ф



-5<р0 <5<р<8ф', (4.36)

где 5фо = arctg(N2/ N i) , 8ф' = arctg[(Ni -  N2)/(N! + N2)] . Тогда возникает 
вопрос о совместности неравенств (4.36) и (4.30), который следует решать 
с учетом соотношений:

5ф0 < 8фс , если Ф0 > arcsin N2; 8ф0 > 5фс , если Ф0 < arcsin N2 ;

5ф' < 8фс , если Фо > arcsin [(N] -  N2) /л/2 ] ;

8ф' > 5фс , если Фо < arcsin [(Nx - N2) /л/2 ] .

Значения углов arcsin N2 и arcsin [(Ni -  N2) /л/2 ] достаточно велики
(табл. 4.3). Ограничимся поэтому углами Ф0, отвечающими требованию

Ф0 < arcsinN2, arcsin [(N i-N 2) / a/2 ]  . (4.37)

Тогда неравенства (4.36) удовлетворяются заведомо, если удовлетво­
ряются неравенства (4.30), и остается рассмотреть вопрос о совместности 
неравенств (4.29), (4.33).

Поведение функций (4.34) в зависимости от 8ф на отрезке (4.30) ил­
люстрируется графиками, представленными на рис. 4.3. Взаимное распо­
ложение кривых, изображающих функции (4.31), (4.34), конкретизируем, 
полагая, что значения Ф0 отвечают требованию и (4.26), и (4.37). Тогда

> а 71)І^=о= а зо > а ?0) > стзс > > . поэтому кривая
ст3 = 0*3 }(5ф) может касаться или пересекать дважды кривую 
а з = а з+>(8ф) только при положительных 8ф . О положении кривой 
сг3 = а 32)(5ф) в случае плоскостей (lhh^ можно судить с большей опреде­
ленностью, так как из неравенств з2>і8ф=-8фс < ^з^І&м)^0^  < а зс , 

> а зо> * стз2)Іб9-8фс > а зс следует, что кривая а 3 = с 32)(8ф) заведомо

Т а б л и ц а  4 . 3
Значения углов arcsin N2 и arcsin [(Ni -  N2) / у і2  ] 

в случае плоскости Н типа (lhk)y

Плоскость Н arcsin N2 arcsin f(Ni -  N2) / V2 ] ,°
(755), 30,1668 8,1713
(522), 20,3745 21,6709
(925), 10,9932 28,1603

.. (15 3 101 9,4480 27,6645



Рис. 4.3. Зависимость сг^, а 32) отбф

пересекает кривую ст3 = а (з_)(5ф) при отрицательных 5ф и кривую 

а 3 = ст(3+)(5ф) при положительных 5ф . Различные варианты взаимного

расположения кривых а 3 = а 3!)(8ф), а 3 = а 32)(6ф), а 3 = а 3+)(5ф), соот­
ветствующие этому случаю, изображены на рис. 4.4.

Если же Н -  плоскость типа (lhk^ , h < k , то бФс< <уз2)І8Ф=о =

= а 32) < а 30} < а зс, ^з2)і5ф=5фс < а зс, поэтому касания или пересечения кри­

вых g 3 = а 32)(5ф) и cj3 следует ожидать только при положи­
тельных 5ф . Возможные варианты взаимного расположения кривых 

а з = а з>(8ф), а з =сгз2)(5ф), а з = а з±>(8ф) в этом случае изображены на 
рис. 4.5 и 4.6.

Итак, плоскость П3 (ц, ф(шк)г(л )+ 8ф) отклоняется от плоскости (lhk)y 
на угол, не превышающий заданного угла Фо , имея требуемую ориента­
цию по отношению к оси бейновского сжатия, если ст3 изменяется в ко­
нечных пределах. Пределы эти определяются из решения системы нера­
венств (4.29), (4.336) на отрезке (4.30).

Приведем возможные варианты решений, основываясь на графиках,
изображающих зависимость функций о 3}, а 32), от 8ф (см. рис. 4.4 -  
4.6) на отрезке (4.30).

1. Пусть h = к, т. е. Н -  плоскость (755)у или (522)у . Тогда возможны 
два варианта решений.



- 8 ф ,  <нр?

а 3 =о<±)(̂8ф), а 3 = Стз^бф), і = 1,2 в случае плоскостей Н типа (lhh^



а

б

о 3 = O j^& p), ст3 = а 3 ̂ бф ), і = 1,2 в случае плоскостей Н тгаа (lhk),,
h< k



Рис. 4.6. Возможные варианты взаимного расположения кривых 
а 3 = а 3±} (8ф), а 3 = ст3} (8ср), і = 1,2 в случае плоскостей Н типа (lhk)y,

h < k



Во-первых,

al_) < a 3 < a (3+) при - 8фс < б ф < б ф ^  ,

o \ 2) < a 3 < a (3+) при 5ф(2_) < 8<p < 5ф(2+) ,

если уравнение

о (з+)(8ф) -  ст'з'^бф) = 0  (4.38)

не имеет (см. рис. 4.4, а )  вещественных корней в интервале

0 < 8ф < 8фс , (4.39)

где 8ф(2±} -  вещественные корни уравнений

~ а ‘2)(8ф) = 0 , (4.40)

принадлежащие отрезку (4.30).
Во-вторых,

CTj_) <Ü3 < а ^ ] при -5 ф с < бф <бф (2_) ,

а (з2) < а 3 < а (з+) при 5ф(2_) < 8ф < 8ф ^  ,

ст<2) < а 3 <ст<з° при 8ф5|* < б ф < 8ф «  ,
(2) ,* (+) с* ( + ) .с* . <? (-»-)0 3 ^ 0 3 ^ 0 3 при Оф12 ^Офѵ.Оф2 , 

если уравнение (4.38) имеет (см. рис. 4.4, б) вещественные корни 

5ф =5фі|}, 8ф = 8фІ2), где 8фЛ} < б ф ^ , принадлежащие интервалу (4.39).

Выбор задаваемого угла Ф0 ограничен сверху углами: 8,17° для плос­
кости (755)у и 20,37° для плоскости (522)у, отвечающими (см. табл. 4.2 и
4.3) требованиям (4.26), (4.37).

2. Пусть h < к , т. е. Н -  плоскость (925\  или (15 3 10)у. Тогда воз­
можны четыре варианта решения системы неравенств (4.29), (4.336) на от­
резке (4.30).

Во-первых,

< о 3<ст(з+) ,

если уравнения (4.38) и (4.40) не имеют (см. рис. 4.5, а )  вещественных 
корней в интервале (4.39).



Во-вторых,
Oj'* < а 3 < о 3+> при -  5фс < бф < бф ^ ,

а (32) < 0Г3 <а^+) при бфз“’ < бф < бф^ ,

< а , <а'3+) при бф(22} < б ф < 8 ф с , 
если уравнение (4.38) не имеет вещественных корней в интервале (4.39), а 
уравнение

о (з_)(5ф) -  а<2)(&р) = 0 (4.41)

имеет (см. рис. 4.5, 6 )  вещественные корни 5ф=8ф2^, гДе

5(p(2l} < б ф ^ , в этом интервале.
В третьих,
сТз"' <ст3 при -б ф с < б ф < 5 ф ‘{) ,

£ а 3 < а 3° при бфЦ’ <бф<бф{3' ,

а |_) <ст3 £а^+) при б ф ^  < 5 ф ^ 5 ф с , 

если в интервале (4.39) уравнение (4.38) имеет (см. рис. 4.6, а )  веществен­
ные корни 5ф =5ф^) , 8<р =5фІ2}, а уравнение (4.41) вещественных корней 
не имеет.

Наконец, в-четвертых, если в интервале (4.39) вещественные корни 
имеет (см. рис. 4.6, 6 )  и уравнение (4.38), и уравнение (4.41), то

аз"* < а 3 < а (з+) при -б ф с < бф <ш т{5ф <2|), 5 ф ^}  ,

а 32’ < а 3 < а (3т) при тіп{бф ^), бф}!’} < бф <тах{5ф (2̂ ,  б ф ^ },

а£2) < ст3 <ст<3') при шах{бф(2і', б ф ^ } < бф ^ т іп іб ф ^ ,  б ф ^ },

су(32) <  с 3 < с т3+) при тіп{бфі(2\  8 ф £ } <  бф <тах{бф52\  б ф ^ } ,

а ‘_) < а 3 < а 1̂  при тах { б ф £ \ бф(22’} < бф < бфс ,

где предполагается, что бф^* <бф22\  б ф ^  < бф^’ ; символы min{a, b} и 
шах {а, Ь} означают наименьшее и наибольшее из чисел а, b соответствен­
но.

Выбор угла Фо ограничен сверху углами: 10,99° для плоскости (925)у 
и 9,45° для плоскости (15 3 10^, отвечающими (см. табл. 4.2 и 4.3) требо­
ваниям (4.26), (4.37).

_  _ т а хЛегко видеть, что максимальное значение ст3 параметра ст3 во всех
 m a x  _ ( + )  _ m i nслучаях одинаково: а 3 = стзо , а минимальное -  ст3 зависит от плоско-



<  = СТ3_> = < % ' U h  , (4.42a)

т. e.
_ .(  )  ^  _ m i n  ( 2 )а зо < а Г" < a 3o = N 2 , (4.426)

поэтому <У(з ] < <*з -  a 3o), если H -  плоскость (755)y или (522)v. Если

H -  плоскость (925)y или (15 3 10)у,то ст“ш = сг̂ ~} и а ^  < а 3<азо\же

4. Пересечение множеств допустимых значении нараметра аз

Значения величин (Н, Фо) и (Н, Ф0) удовлетворяют неравен­
ствам

а 30> (Hi, Фо) < (Н2> Фо) < <  (Нз, Фо) < <  (Н4, Фо) ,

(Нь Фо) < (Н2, Фо) < О #  (Нз, Фо) < С #  (Н4, Ф0)

при любом значении угла Ф0, отвечающем требованиям (4.26), (4.37) для 
каждой из плоскостей

Т Т  _  /  Г ~ * У \  т т  / Л Л .» \  г  т / — ^  ^  \ -г т  / -г — -V « ■■ /  *  л .—. \
П | п 2 - ( У ^ } г , г і 3 — (/э5)г,  І і4  =  и ^  -> J

где

°зо> (Н,-. Ф0) = sin(ai ± Ф0) , і=  1,2 ,3 ,4 , (4.44)

a , = arcsin(2/л /33)«  20,37°, <х2 = arcsin(5 /л /ІК )) * 28,47°,

а 3 = arcsin(5 /л/99 )*30,17°, а 4 = arcsin(10/л/334)® 33,17°. (4.45)

Если же величины (Н, Фо) рассматривать совместно, то отноше­
ния порядка для их значений оказываются зависящими от Фо. Зависимость 
эта выделяет следующие значения углов:

Фз2 = (а3- а 2) / 2 м 0,84732778“, Ф43 = (а4 -  а 3)/2  * 1,50333803°,

Ф42 = (а4- а 2) / 2 * 2,35066581°, Ф2, = (а2- а , ) / 2 «  4,04880362°, (4.46) 

Фзі = (а3- а , )  / 2 * 4,89613140°, Ф4, = (а4 -  а ,) /2  м 6,39946943°



и иллюстрируется схемами (рис. 4.7 -  4.11). Использование их упрощает 
анализ возможностей пересечения множеств

ßi = arcsin(2 / -s/29 )«  21,80°, ß2 = arcsin(2 /л /85)»  12,53°,

R, = arcsin(5 i J l Ä  ) ю 35,54° , R4 = arcsin(1 /л/26 )«  11.31° (4.51b)

Так, из рис. 4.7 следует, что множества (4.47) не пересекаются, если 
0 < Фо ^ Фз2 , поскольку нижняя граница множества І 3 превосходит (см.
неравенства (4.42)) (Н3, Ф0).

Пересечение множеств І 3 и І 2 при Ф0 из интервала 

Ф32 ^ Фо ^  Ф43 (4.52)
может иметь место (см. рис. 4.7), если в интервале (4.52) найдется значе­
ние (обозначим его Ф32) угла Ф0, удовлетворяющее системе уравнений

и ограничениям
-5 ф с(Н3,Ф 0)< 8 ф < 0 , (4.53b)

(рис. 4.12), где 5фс(Н3, Ф0) = arcsin(sin Ф0 / cos а 3) (см. формулу (4.50)).

£і (Фо) = {<*з : < ( Н , , Ф0) , Ф„) }, і = 2, 4. (4.47a)

Si (Фо) = {<*э : ^ 2)(Н і , б ф ^ ) < а 3 < ст(з; )(Н і , Ф0) } , і = 1, 3, (4.476) 

допустимых значений ст3 при различных Фо, где б ф ^ Ѵ Г Ч Н і .Ф , , )  -
корень уравнения

ст<->(Ні ,Ф 0,8ф) = о (з2)(Ні .5 ф )) (4.48)

принадлежащий интервалу 

-5 ф с(Ні ; Ф0)< 8 ф < 0 , (4.49)

5<рс (Ні , Фо) = arcsin(sin Фо / cos а ; ) , (4.50)

(4.51а)

(4.516)

Ф0)=  а і2)(Н3, 8ср), 

®з2)(Н3, 8ф) = а 3_)(Н3, Ф0, 5<р)

(4.53а)

(4.536)



а

<(н.) о‘;>(н2) < ’(н3) с# (но

Оз5’ (Н,) стзо) (Н2) о £ (Н ,) <4» (НО

Рис. 4.7. К пересечению множеств £3 и '
а — Фо < Ф32 \ б — Фо = Ф32 > в — Ф32 ^ Фо ^ Ф43

< (Н і) < ( Н 2) стзо} (Нз) «зо* (НО

° » ( Н 0 стзо) (Н2) <>(Н з)

< ( Н , ) < (Н з )  < (Н 4 )

стзо)(Н2) о £ (Н 3) О »(Н 0

Рис. 4.8. К пересечению множеств Е4 и І 3:
а — Фо = Ф43; б — Ф43 < Фо < Ф42



° » ( н , )

< ( Н , ) о<;>(н2) < N S ä )

Рис. 4.10. К пересечению множеств Е2 и Е і:
Q — Фо = Ф21 ) б  — Ф21 < Фо ^  Фзі > в ~ Фо = Фзі





Тогда в интервале Ф32 < Фо < Ф43 углов Фо будем иметь

І 3 (Фо) П І 2 (Ф0) = {а 3 ; а (32)(Н3, б ф ^ ) < а 3 < о ‘; ’(Н 2, Ф0) } , (4.54)

где 8ф<-> =8ф< )(Н3,Ф 0) -  корень уравнения (4.536), принадлежащий ин­
тервалу (4.53в); символ п  используется для обозначения пересечения (об­
щей части) множеств.

Уравнение (4.53а) и ограничения (4.53в), разрешенные относительно 
tg 5ф, принимают вид

(49/74)- t g ( a 2 + Ф 0) ’ (4-55)

- з і п Ф . / Ѵ ^ Т ф ^ і ^ Ф ^ < і8 бф < 0  . (4.56)

Уравнение (4.536) можно также выразить через tgScp :

■Jsin2 Ф 0 -  cos(a3 + Ф0) cos(a3 -  Ф0) tg2 6ф = 

=  (5/л/74){(1 + tg2 5ф) cosO 0 -

- (5/л/99)[(99/25) + tg25cp]sin(a2 + Ф 0)} . (4.57)

Подстановка (4.55) в (4.57) приводит к замкнутому уравнению отно-
Л>ТГГОТТТ ТТЛ Л .  • п а г т т а т т т і а  а п л  ттЛі-.-п гТ\ —  с Т іг —  1 л ' т с п п л о  
ѵ і і  1  • • v x v i i v  j  р . ш ѵ к п ь  д и ы  -« 'у  32 I  j  V  I .

В интервале

Ф43 ^ Фо ^ Ф42 (4*^8)

углов Ф0 пересекаются (см. рис. 4.8) множества І 4 и Е3 . Пересечение это 
определяется выражением

І 4 (Фо)П Ез(Фо) =  { < Ѵ - <і £ ( Н 4,Ф 0) < а 3 < а ^ ( Н 3 , Ф0) } , (4.59)

о чем свидетельствуют графики, представленные на рис. 4.13.
В интервале (4.58) углов Фо имеет место и пересечение множеств £3 

и І 2 > определяемое (рис. 4.14) выражением (4.54).
В и н тер вал е Ф42 < Фо < Ф2і у гл о в  Ф0 и м е ю т м е сто  п ер е се ч ен и е  м н о ­

ж еств І 4 и  Е 2 (с м . р и с. 4.9), опр ед еляем ое (р и с. 4.15) вы р а ж ен и ем

Z* (Фо) п  І 2 (Фо) = {стз : <*м(н 4, ф 0) < а 3 < о£>(Н ,, Ф0) } , (4.60)



Фо =Фзі



Ф0 = ф-’4 2 Фо — Ф21

Фо “  Ф31



Рис. 4.15. Взаимпое расположение кривых: ст3 = аГ 'Ш 4 > > &Р) -  кри­

вые 4 (±) и ст3 = аі+)(Н2, Ф0, 5ф )- кривая 2 (+)
(к пересечению множеств £4 и £2)

а также пересечения множеств £3 и £2 (см. формулу (4.54)), £4 и £3 (см. 
формулу (4.59)).

В интервале Ф2і < Фо < Ф3і углов Ф0 , наряду с пересечениями £3 п  £2, 
£4 п  £3 , £4 п  £2 дополнительно реализуется (см. рис. 4.10) пересечение 
множеств £2 и £ | .

Это пересечение определяется (рис. 4.16) выражением

І 2(Ф о)п 2, (Ф о )-{ °з  : а ‘0>(Н2, Ф0) < а 3 < ст';'(Н ,, Ф0) }. (4.61)

Что же касается множеств £ 3 и £ | , то они не пересекаются (напом­
ним, что нижняя граница множества £3 (Фо) превосходит c j^ (H 3 , Ф0) ) .

Пересечения множеств £3 и £і можно ожидать (см. рис. 4.11) при Ф0 
из интервала



Рис. 4.16. Взаимное расположение кривых: 
стз = ^ ( Н , , Ф0> 8ф) -  кривые 1(±); а 3 = сУз2>(Н ,, 5(р) -  кривая 1(2); 

а 3 = с 3 ]( Н 2, Ф0, 5ф )- кривая 2 (_) (к пересечению множеств Z2 и Zi)

Ф зі<Ф 0 <Ф 4і , (4.62)
если в этом интервале найдется значение (обозначим его Ф31) угла Ф0 , 
удовлетворяющее (см. рис. 4.17, б) системе уравнений

< ( Н ь  Фо) = сг(з2> (Нз, 5Ф) , (4.63а)

ст<2)(Н3, 8ф) = С ^ЧН з, Ф0, 6<р) (4.636)
и ограничениям (4.53в).

Тогда в интервале Ф'31 < Фо < Ф4і углов Фо будем иметь



Рис. 4.17. Взаимное расположение кривых: а 3 = ст^ЧН,, Ф0, 5ср) -  кри­

вые 1(±); су3 = сГз2)(Н ,, 5ф) -  кривая 1(2); <т3 = ст3~ЧН3, Ф0, 5ф) -  кривая 

3 (_); а 3 = а 32) (Н3, 6ф) -  кривая 3 (2) (к пересечению множеств І 3 и I j)

где = 6ф(2 >(Н3, Ф0) -  корень уравнения (4.636), принадлежащий ин­
тервалу (4.53в).

Уравнение (4.63а) выражается через tg6ф формулой

У І І - tg2(a , + Ф 0) tg (a , + Ф 0) - (35/74)
------------- W 7 4 ) - - - i 4 a , t O„)----------- • < « 5>

ограничения (4.53в) -  формулой (4.56), а уравнение (4.636) -  формулой



Рис. 4.18. Взаимное расположение кривых: 
стз = а з±}0Н| * Фо» 8ф) -  кривые 1(±); а 3 = Оз2)(Н ,, 5ф) -  кривая 1(2); 

а 3 = с (3’)(Н4, Ф0, 5ф )- кривая 4 ( } (к пересечению множеств І 4 и Еі)

д/sin2 Ф0 -c o s (a 3 +Ф 0)соз(а3 - ^ 0)tg 25<p = (5/л/74){(1 +tg2 8ф)со8Ф0 -

- ( 5 /л/99)[(99/25) + tg2бф^іпСа, + Ф0)} . (4.66)

Подстановка (4.65) в (4.66) приводит к замкнутому уравнению отно­
сительно Ф0, а его решение дает Фо = Ф'31 = 6,1401262°.

В интервале (4.62) углов Фо пересекаются также множества Е3 и £2 , 
£4и £ 3, Е4и £ 2, Е2и Е і.

Наконец, при Ф0> Ф41 реализуется дополнительно (см. рис. 4.18) пе­
ресечение множеств и І і . Определяется оно выражением

£4 (Фо) п  Еі (Фо)= { : »Фо) — ^з — ^ ( Н , , Ф0) } , (4.67)

Для удобства результаты анализа возможных пересечений множеств
(4.47) сведены в табл. 4.4.
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5. Ориентационно эквивалентные плоскости П3 (Н)

Существование значений ст3, общих для множеств Z, (см. формулы
(4.47)) при определенных Фо , указывает на существование плоскостей 
П3 (Ні), эквивалентных с точки зрения их ориентационной близости, зада­
ваемой углом Фо, к плоскости Ні . Наглядное представление об изменениях 
в ориентации плоскостей П3 в зависимости от о 3, 5ф и Фо можно полу­
чить, обратившись к рис. 4 .1 9 -4 .2 1 . На этих рисунках изображены 
границы областей Dj = D(H*, Ф0) , образуемых полюсами1 плоскостей П3 
(Ні), каждая из которых задается вектором нормали

N,(Hj) = V1—стз [cos(ß, + 8ф К  + sin(ß, + 6ф)е, ]+ а,е![ , (4.68)

и отклоняется от плоскости Ні (см. формулы (4.43)) на угол, не превы­
шающий Ф0.

Переменные 8<р, СУ3 в (4.68) при фиксированных Hj и Фо принимают

значения из области (обозначим ее D (H ;, Ф0) ), которая определяется:
• если і = 1,3, неравенствами:

-б ф с(Н(,Ф0) < 6ф < 6<р^(Н(,Ф0) ( (4.69а)

Ф0,8ф) < а 3 < а '+)(Н ;, Ф0,6<р) (4.696)

И

вф^СНі.Фо) ^ 8ф < 5ф<+)(Ц ,Ф 0), (4 .6 9 В )

а<2)(Н;,5ф) < о 3 < o ‘+)(Hf> Ф0,5<р); ( 4 .6 9 г )

1 Под полюсом плоскости П здесь подразумевается стереографическая проекция S 

на плоскость (0(И)у точки верхней (если смотреть в направлении [001 ]у ) полусферы

единичного радиуса, положение которой на полусфере задается вектором нормали N к 
плоскости П. Координаты Si, S2 полюса S в системе координат OsjS2 с осями Osj и Os2 , 
направленными вдоль е[ и е2 соответственно, выражаются через компоненты вектора 

нормали N формулами s, = N,/(1 + N3) , s2 = N 2/( l + N 3) , где N3 = - N 2 . Ha
рисунках изображается только один стереографический треугольник, ограниченный 

стереографическими проекциями линий пересечения плоскостей (010)у t (011)у ,

(Ю1)у с полусферой.



Рис. 4.19. Границы областей Ds, і = 1, 2, 3, 4:
а -  Ф0 = Ф32; о -  Ф0 = Ф4з

• если і = 2,4, неравенствами:

-5 ф с(Н(,Ф 0) <6<р<5фДНі,Ф 0), (4.70а)

а з")(Ні,Ф 0,5(р)<Оз £СТз+)(Н |,Ф 0,б<р) , (4.706)

где

5фс (Hj, Фо) = arcsin(sin Фо / cos а*) ,  (4.71)

оф2 -  корни уравнений

а<2)(Ні ) бф) = а ‘±)(Ні ,Ф 0>6ф). (4.72)

Углы ßj и аі определяются соответственно формулами (4.51 в) и 
(4.45). Значения корней бср^ для характерных Фо даны в табл. 4.5.



100т 100т

Рис. 4 ?0 Гпятщм областей D-, і — 17 2, З3 4: 
а  — Фо = Фд2> & ~  Фо = Ф21

Т а б л и ц а  4 .5
Значения корней б ф ^  для характерных <

Фо ^ ( Н ь Ф о ) , 0 6ф (2+)(Н,,Фо),° ^ ( Н з . Ф о ) , 0 8ф<+)(Н3,Фо),°

Ф32
Ф'32
Ф43
Ф42
Ф21
Фзі

Ф'^31
Ф41

-0,67936062
-0,85968849
-1,20205210
-1,87307652
-3,20454728
-3,86257244
-4,82140361
-5,02024981

0,68427769
0,86757727
1,21753071
1,91092379

3,316857200
4,026838670
5,079829321
5,300988141

-0,79762850
-1,00898122
-1,40981423
-2,19375963
-3,74248020
-4,50440260
-5,61036221
-5,83907389

0,80555733
1,02170166
1,43477142
2,25477140
3,92341249
4,76891724
6,02615812
6,29068175



а  б

Рис. 4.2! Рг>2.нчт!ът областей Оj , i = 1. 2. 3. 4г 
а  -  Ф0 = Ф'31; б  -  Ф0 = Ф4і

Нормали (4.68) образуют наименьший и наибольший углы с векто­
ром е3 при максимальном -  c r^ H j ,  Ф0), і = 1,..., 4, и минимальном -  

аз_)(Н{, Ф0,5ф(2_)) , если і = 1,3, или ^ ( H j ,  Ф0), если і = 2,4 , значениях 

g 3 соответственно. Поэтому на рис. 4.19 -  4.21 каждая из областей Dj
I- m a x  T - m i nі и 1 i — полюсами плоскостей

(4.68), соответствующих фиксированным значениям а 3 (максимальному 
и минимальному) и переменному 8ф из интервала [0, 2л).

Наложение таких кольцевых зон, соответствующих различным і — іь 
і2, ..., ііс, ... при заданном Ф0, выделяет кольцо, содержащее полюсы плос­
костей {П3(НІ|)}, (П3(Ні2)}, ..., ( n 3(Hjk)}, ..., равноправных в том смысле,



что каждая плоскость П3(Д к) семейства {П3(Н^)} отклоняется от плоскости 
на угол, не превышающий Ф0.

З а к л ю ч е н и е  к  г л а в е

Итак, предположение, связывающее габитусную плоскость мартен- 
ситного кристалла с ориентационно неизменной плоскостью семейства 
(П3(Н)}, не лишено оснований, если судить по полюсным фигурам (см. 
рис. 4.19 -  рис. 4.21). С другой стороны, оно допускает и эксперимен­
тальную проверку в отношении интервалов значений параметра а3, по­
скольку углы, образуемые наблюдаемой габиіусной плоскостью с бли­
жайшей к ней кристаллографической плоскостью -  величины легко вы­
числяемые на основе результатов измерений.

Вместе с тем к измеряемым величинам относятся и геометрические 
характеристики преобразования решеток - к и т ,  которые входят в выра­
жения (4.8) для собственных значений тензора Бейна. Поэтому внимания 
заслуживают вопросы, связанные с областью изменения параметров к, т и 
описанием однородного деформационного преобразования у-решетки в а -  
решетку в переменных, определяющих ориентацию плоскостей П3(Н) от­
носительно заданной плоскости Н.



Глава 5. ОПИСАНИЕ ДЕФОРМАЦИОННОГО у—а  
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ РЕШЕТОК. ОРИЕНТАЦИОННОЕ 

СООТВЕТСТВИЕ РЕШЕТОК а  И у

Ориентация плоскостей П3(Н), принятая за базовый признак при 
сравнении результатов вычислений с результатами экспериментальных на­
блюдений, задается наиболее просто и геометрически наглядно в перемен­
ных 8ср, а 3 и Ф0. Поэтому дальнейшая задача состоит в том, чтобы выра­
зить все составляющие тензора L, преобразующего у-решетку в а-решетку, 
через переменные 5ср, ст3, Ф0.

1. Область допустимых значений параметров деформации Бейна

Классификация плоскостей П3(гі, ф) по признаку ориентационной 
близости к заданной плоскости Н, характеризуемой количественно значе­
нием угла Фо , приводит к определешшм ограничениям на возможные 
значения с 3, которые выражаются:

• если і = 1,3, неравенством:

= стзо) (Hi, Фо) = sin(<Xi -  Фо) при і = 2, 4, o f"  = ^э'ЧН, Ф0, Ы '* )  при і -

величин для характерных Ф0 приведены в табл. 5.1 и 4.5.
С другой стороны, ст3, будучи функцией (см. формулу (3.69)) собст­

венных значений (4.8) тензора Бейна, связана с параметрами к и т -  гео­
метрическими характеристиками преобразования решетки у в решетку а . 
В явном виде эта связь выражается формулой

(5.16)

(5.1а)

= 1, 3, 8ф(2 } = 8ф(2 ’(Hj, Ф0) -  корень уравнения (4.48). Значения всех этих
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Отсюда находим

к = 1 / q , (5.3а)

где q -  функция т и ст3,

Я = {2 [т2 + (2 -  т2)Оз ]}1/4 . (5.36)

Значения функции (5.3) должны удовлетворять неравенствам (4.12),
т. е.

(2т)~|/3 < 1 /q < ( x y f i y 1' 2 (5.4)

при I из интервала

1 < т < л/2 . (5.5)

Второе из неравенств (5.4) справедливо при любых ст3 > 0, так что 
кривые, изображающие функцию (5.3а) в интервале (5.5), в том числе и 
кривая l / q |03=0m«, располагаются всегда ниже кривой a ja"  (см. рис. 4.1). 

Что же касается первого неравенства, то оно выполняется, если только

О ъ < о т ( г ) ,  (5-6)
где

ои(т) = [1 + (2 / т2) 1/3 + (2 / X2) 2/3] -,/2. (5.7)

Функция (5.7) монотонно возрастает в интервале (5.5):

а т ( 1 ) < о т < а т ( л І 2 ) , г д , е  сти(1 )*0,50982453, о я (Ѵ2)«0,57735027.

Используя данные табл. 5.1 и графики, представленные на рис. 5.1 -  
5.3, легко видеть, что неравенство (5.6) вносит определенные коррективы в 
ограничения (5.1), а именно

•еслиО <Ф 0<Ф 4і и 1< т < л /2 ,то 

а 3тіп(Н1,Ф 0) < а 3<азтах(Н1,Ф 0); 

• если 0 < Ф0 < Ф2 (х), 0 < Фо < Фз (т) < Ф3 ( л/2), то соответственно 

а 3тіп(Н2,Ф 0) < а 3 < а Г ( Н 2,Ф 0), 

а 3тіп(Н3,Ф 0) < а 3 < а Г ( Н 3,Ф 0);

• если Фо £ Фг (т) , Фо £ Ф3 (т), то соответственно



Рис. 5.1. Взаимное расположение кривых ст3 = ст"1“(Н 2, Ф 0) , 

а 3 = а Г ( Н 2,Ф 0) ипрямых аз = а т (т); ®2(1) * 2,18° , Ф2(Ѵ 2)»6,79°

Рис. 5.2. Взаимное расположение кривых ст3 = (Н 3, Ф 0),

а 3 = а Г ( Н 3,Ф 0) и прямых а 3 = а т (т ); Фз(1) « 0,49°, Ф3(->/2 )»5,10°



Рис. 5.3. Взаимное расположение кривых = ст™п(Н 4 , Ф0) , 

Оз=Оз“ (Н 4 , Ф в) и прямых о3 = сгт (х); Ф4 ( 4 і )»  2,09°, Ф'4 (1) * 2,52°

азтй,(Н2,Ф 0) ^ О з < о т (т),

о Г (Н з )Ф0) < а з < а т (т),

где

Фі (т) = arcsin om (х) -  (Xi , (5.8)

Ф2 (1) » 2,18°, Ф2 ( -ѵ/2 ) в  6,79°, Фз (1) * 0,49°, Ф3 ( & )  * 5,10°, причем 
Фі (т) не уступает заданному углу Фі0, т. е.

Фі (т) > Фй, і = 2, 3, 
гдеФ20̂ Ф 2(1), Фз(1) <Ф3о^Фз(>/2),если і і0(Фі0)<т<-У 2 ,

хі0 = 4{ [ 1 + 4 ctg2(а* + Ф и)]1/2- 1  Г “ .

Значения т2о , тзо приводятся в табл. 5.2 и 5.3:
• если
1 < х < х4 = 4 [(л/249 / 5) -  1]_3/2 * 1,26358058 (5.9)

и
Ф о > Ф ,4(х), ТО



Значения нижней границы т2о области изменения т

Ф20 Ф2(1) Ф42 Ф2і Фзі Ф’зі Ф4і Фі(>/2)
*20 1 1,0132 1,1525 1,2281 1,3475 1,3736 1,4142

Т а б л и ц а  5 .3
Значения нижней границы т3о области изменения т

Фзо Фз(1) Ф32 Ф'32 Ф43 Ф42 Ф2і Фз. Фз(Ѵ2)
Хзо 1 1,0281 1,0459 1,0807 1,1522 1,3083 1,3933 1,4142

Т а б л и ц а  5 .4
Значения нижней границы области изменения т

Ф*40 Ф32 Ф’32 Ф43 Ф42 Ф'4(1)
Х'40 1,1357 1,1165 1,0807 1,0132 1

<т,-(Н4,Ф о) * 0 3 < о в (т),
где

Ф'4 (т) = 0 4 - arcsin а т (т), (5.10)
Ф'4(1)я 2,52°;
• если 0 < Фо< Ф4(т ), то

а , - ( Н 4,Ф 0) * а 3 £ о Г ( Н 4.Ф 0);

• если Ф0> Ф4(т), при % из интервала т4< т< V2 , то 

о Г (Н 4,Ф 0) < а 3 < а П1(т),
где

Ф4(т) = arcsin от ( т ) - а 4 , (5.11)

Ф4(Ѵ 2)*2,09°.
Заметим, что угол Ф'4 (т) не превышает заданного угла Ф'40:

Ф'4 (т) < Ф'4о, где 0 < Ф'40 < Ф'4 (1).

Здесь г« (Ф '40) ^ г < т4, где

Т-40 =  4 {  [1 +  4  Ctg2 ( 0 4  -  Ф'40)] 1/2 -  1 Г 3* •

Некоторые из значений т’4о приведены в табл. 5.4.
Судя по графикам (см. рис.5.3) и данным табл. 5.1, возможности ори­

ентационного сближения плоскостей П3 (Н4) с плоскостью Н4 ограниче-



ны при заданном т из интервала (5.9) углом, зависящим от т. Например,
Л

Н4 П3 (Н4) > 2,52°, если т = 1. Несколько иначе обстоит дело с другими 
плоскостями. Так, неравенство (5.6) не накладывает дополнительных огра­
ничений на ориентацию плоскостей П3 вблизи плоскости H i , а в случае 
плоскостей П3 , соответственно близких к Н2 и Н3 , устанавливает запрет

на углы отклонения их в направлении к оси е ]  (рис. 5.4), превышающие 

при заданном т углы Ф2 (т) и Ф3 (т ), поскольку угол между ортом е ]  и век­
тором нормали к П3 растет с уменьшением <т3.

Геометрическими характеристиками преобразования решетки у в ре­
шетку а  служат параметры к и т .  Однако выбор их в качестве независи­
мых переменных не очень удобен, если ориентацию плоскостей П3 связы­
вать с ориентацией заданной плоскости Н с нормалью N (см. формулу 
(4.3)). Действительно, вектор нормали N3 к П3 в этом случае выражается 
формулой

N 3 U N(n)+5<r л/ 1  -  ст! [cos(ß + 5ф)е[ + sin(ß + 6 ф)ег2]+ аге] ,

где ß = arcsin(N 2 / д/N 2  + И2).

Она определяет его в виде функции от а 3 и 5ф, поэтому а 3 следует 
отнести к независимым переменным, а к рассматривать как функцию а 3 и 
т. используя формулы (5.3).

Множество значений функции к = к(а3, т) ограничено снизу и сверху, 
причем границы его

к тіп = і/Ѵ2[т2+ ( 2 - т 2) ( а Г ) 2] , KIMX=l/V2[T2+ (2 -T 2) ( a f ) 2]

зависят от выбора задаваемой плоскости Н. Рассмотрим их по отдельности 
для каждой из плоскостей набора (4.43).

Пусть Н = H i, тогда

к шш(н і , Ф0. т) £ к  < к ^ Н , , Ф ,, т) , (5.12а)

где

= і / т/2[х2 + (2 -T 2)sin2(a, +Ф 0)] , (5.126)

к -  = і / ^  + (2  -  x2)[a‘_)(H ,, Ф0, бфГЧН,. Ф0))]2 i (5 .1 2 b )

при любых Фо из интервала 0 < Фо < Ф41 и х из интервала (5.5).



Ф0 > Ф2(т) б Фо > Фз(т)

Рис.5.4. Взаимное расположение кривых: 
а -  о3 = , Ф0, 5ф) -  кривые 2 (1) и прямая а 3 = а т (т);

б -  а 3 = сТз±}(Н3, Ф0, 5ф) -  кривые 3 (±), а 3 = а 32)(Н3, 5<р) -  кривая 3 (2)
и прямая а 3 = стт (х)

При Н = Н2 имеем:
•если 0<Ф о<Ф г(т)=  arcsinа т (т)-  а 2, то

Ктп(Н 2»Ф0. Х) ^ К ^ Кти(Н 2. Ф0»'С) ,

где

к тт = і / V2[t2+ (2 -T 2)sm 2( a 2 + Ф0)] ,

= іД/2[х2 + ( 2 - x 2)sin2( a 2 - Ф 0)] ; 

• если Ф0£ Ф 2(т), то
Ктія(Х) < К ^ Кви(Н2. Ф0. Х) .

где

Ктт = і/Ѵ 2[-с2 + (2 - х 2)ст^(т)] ,

(5.13a)

(5.136) 

(5.13в)

(5.14 a) 

(5.146)

a Kmax определяется формулой (5 .1 3 b ).
Аналогичным образом обстоит дело при Н = Н3 , а именно 
•еслиО< Фо<Ф3(т)= arcsin a m(т) - а 3 , то

где

К т і л ( Н 3  ,  ф 0  ,  Т )  5  К  <  , Ф0 , Т )  ,

= і/Ѵ2[т2+ ( 2 - т 2)зіп2( а 3+ Ф 0)] ,

(5.15a)

(5.156)





т Ф421 "0

1,01335 0,79019967 0,7902055

1,01780 0,78904636 0,7891819

1,02225 0,78789975 0,7881606

1,02670 0,78675978 0,78714133

1,03115 0,78562637 0,78612428

1,03560 0,78449947 0,78510941

1,04005 0,78337901 0,78409673

1,04450 0,78226492 0,78308625

1,04895 0,78115714 0,78207797

1,05340 0,78005561 0,78107190

1,05785 0,77896027 0,78006805

1,06230 0,77787105 0,77906643

1,06675 0,77678790 0,77806704

1,07120 0,77571076 0,77706990

1,07565 0,77463956 0,77607500

1,08010 0,77357426 0,77508234

1,08455 0,77251480 0,77409195

1,08900 0,77146112 0,77310382



т Kmin(̂ ) Ктах(1І4> Ф21»

1 0,79370053 0,79737002

1,00445 0,79252668 0,79627677

1,00890 0,79135976 0,79518616

1,01335 0,79019967 0,79409820

1,01780 0,78904636 0,79301291

1,02225 0,78789975 0,79193029

1,02670 0,78675978 0,79085034

1,03115 0,78562637 0,78977308

1,03560 0,78449947 0,78869850

1,04005 0,78337901 0,78762661

1,04450 0,78226492 0,78655741

1,04895 0,78115714 0,78549092

1,05340 0,78005561 0,78442712
1 ЛС*ТОС L^\JJ / Л Т70О<П0'7V, .* ; 1 0,78336604

1,06230 0,77787105 0,78230766

1,06675 0,77678790 0,78125200

1,07120 0,77571076 0,78019905

1,07565 0,77463956 0,77914882

1,08010 0,77357426 0,77810131

1,08455 0,77251480 0,77705652

1,08900 0,77146112 0,77601446



К«« =і/Ѵ2{т2+ ( 2 - т 2) Н ')(Н3) Ф0, 8фМ (Н„ Ф0))]} ; (5.15В)

• если Ф0 > Фз (х), то

іс-1 ( т ) < к < к 1и(Нз) Ф0 Іт ) ,  (5.16)

гдектіп определяется формулой (5.146), а к ,^-ф орм улой  (5.15в). 
Наконец, пусть Н = Н*, тогда

к иі. ( т ) < к ^ к 11в(Н4,Ф о ,г )  (5.17а)

при I из интервала (5.9) и Ф0 > Ф 4 (т) = а 4 -  arcsin om (т), где ктіп опреде­
ляется формулой (5.146), a

Ч ж =і/Ѵ 2[т2+ (2 - т 2)8т 2( а 4- Ф 0)] . (5.176)

Значения ктіп, , вычисленные при Ф0 = Ф'з2 в случае плоскостей
Нь Н2, Н3 и Фо = Ф42> Фо= Ф21 в случае плоскости Н4, приводятся в табл. 
5.5 -5 .7 .

2. Составляющие однородного деформационного преобразования 
решетки у в решетку а

Выразим составляющие тензора L, описывающего однородное де­
формационное преобразование у-решеткн в гу-ретпетку, через переменные 
аз, X, связывая способ задания его с углами Ф0 и бф, определяющими ори­
ентацию плоскости П3(т|, ф) относительно фиксированной плоскости Н с 
нормалью (4.3).

Если исходить из разложения (1.9) тензора L , то при собственно де­

формации у-решетки в а-решетку по Бейну с осью сжатия е ]  для симмет­
ричной и ортогональной составляющих тензора L будем иметь

Е = іУ2 /[х1 + (2 -  X2 >тП{і + [(т / Ѵ2) -  l]e| - e j }, (5.18)

где

П = I cos ¥  + (l -  cos ¥ ) X • k + sin Ux, , (5.19)

= arccos C0 , (5.20a)

C0 = ■ 1 —  [q4 + 2 - J l q 1 -  (2 + тл/г) q2 + 4tq + 2V2 1 1, (5.206)
2v 2(t + V2)q2



Л =  (5.20г)
2 Ѵ2  (Ѵ2 — t ) (1 — С 0) q 2

ß — полярны й угол нормали N к Н, определяемый уравнениями.

co sß  = N ,A /N 2+ N 2 , s in ß  = N2/V N,2+N ' ,

ß =  arcsin
q + /̂2 I(2 - q2 )(q2 - W 2) 
2(q-x)V  (2 + tV 2 )(1-g O

(5 .20д)

Я =  ^ 2 [т 2 + ( 2 - т ) о ' ] ,  t] =  ±1 . (5 .20e)

В представлении ориентационно неизмены х плоскостей тензор L  
вы раж ается ф ормулой

L =  V1 -Vj + V2 *E2v2 +  |E |v3 -v 3 , (5 .21)

где

V1 =  - |v ' I [sin X, (cos vj/,e[ +  sinvy]e ; ) - c o s x Ie ; ] , (5 .22a)

V2 =  —q { sin x 2(cosv|/2ejr +smvK2e’ )+ c o s x 2e | } , (5 .226)

V3 = |v 3|[sinx,(cosv)>,e[ + s in v |/,e ’ ) - c o s x 3e j ] , (5 .22b )

|v‘! =  |v3| =  q V 2 ( q - t ) / ( 2 T - q 3) ,

X, =  arccos[ q V ( l - a 2) / ( 2  +  q 2) ] , (5 .2 3 a )

v|/, =  ß + 8(p +  q  a rcs in -^2/(2  +  a 2 q 2) , (5 .2 3 6 )

X2 =  a rcco sл/(2 -  q 2) / ( 2  -  X2)  , (5 .2 3 b)

X|/2 = ß  +  8 (p + n ß  +  T i a r c s i n j ^ ^ ^ ^ ^ ,  (5 .23r)

X3 = arccos!(озл/2 / q ) , (5.23Д)



ѵу3 =  ß + 8 < p + T } a rc s in

.(q -x )V (2 + qJXqJ +TJ).

V, =N, =sinѲ1(cosф1e1, + 8т ф ,ег2)+ cos0,ej,

V ,  =N 3 = sin Ѳ3 [cos(ß + 5ф)е, + sm(ß + 8cp)e’]+cos0jeJ,

Ѳ, = arccos 1 IHZ
,q V 2 - x 2

n с о • /(''/2 — x) (q1 + W 2)

(5.23e)

(5.24a)

(5.246)

(5 .24 b)

(5.25a)

(5.256)

(5 .2 5 b)Ѳ3 = arccos a 3 .

Формулы (5.18) -  (5.20), (5.21) -  (5.25) определяют тензор L в виде 
функции независимых переменных т\, 8ф, сг3, т, удобном для анализа де­
формационной перестройки у-решетки в а-решетку с использованием дан­
ных относительно ориентировок а-мартенсита, наблюдаемых в экспери­
менте.

3. Область изменения переменных 8ф, о3, т

Составляющие тензора L при заданной плоскости Н являются функ­
циями независимых переменных г\ и бср, а 3, т. Область изменения послед­
них подчиняется определенным ограничениям, зависящим от выбора 
плоскости Н и угла Ф0, посредством которого устанавливается максималь­
ный из углов, образуемых плоскостью П3 с плоскостью Н. Укажем эти об­
ласти для каждой из плоскостей (4.43) по отдельности, полагая, что значе­
ния угла Ф0 отвечают требованиям (4.26), (4.37), и допуская, что х  прини­
мает значения из интервала (5.5).

Пусть Н = Нь тогда областью изменения переменных бф, а 3 будет 
область D(Hi, Ф0), определяемая неравенствами (4.69) при і = 1, а обла­
стью изменения т -  интервал (5.5).



Пусть Н = Н2, тогда областью изменения переменных т, 8(р, а 3 соот­
ветственно будут интервал (5.5) и область D(H2, Фо), определяемая нера­
венствами (4.70) при і = 2, если

0 < Ф 0<Ф 2(1) = Ф2(т )и = і, 
где Ф2(т) определяется формулой (5.8) при і = 2.

Если же Ф0 > Ф2 (1), то область б(Н 2, Ф0) будет областью измене­
ния переменных 8<р, а 3 только тогда, когда

т20 < т < УІ2 , 

где т2о= 4{[l + 4ctg2(a 2 + Ф0)]12 - 1}

Что же касается значений т из интервала 1 < т < т2о , то в этом слу­
чае область изменения переменных 6ф, а 3 определяется (см. рис. 5.4, а  и 
неравенство (5.6)) двумя системами неравенств:

-5фДН2,Ф 0)<5<р<-5фі;’(Н2,Ф .,т ) ,
• '(H j,Ф0, т )< 8ф < 6фс(Н2,Ф 0) ,

о (Д Н 2, Ф0) 8ф)< о, < а Д Н 2, Ф0,5ф) ;

бф(; '(Н 2, Ф0) т)< 5ф < 5ф(; '(Н 2) Ф0) т) ,
[ст'-’ (Н2, Ф0, 5ф) < а , < о в (т) ;

где а (з±} и 5фс определяются соответственно формулами (4.51а) и (4.71) при 
і = 2, а a m -  формулой (5.7); 8ф(ш+) -  положительный корень уравнения

а з+)(Н?»Ф0, 8ф) = а т (т) .

Пусть Н = Н3, тогда область б(Н 3, Ф0), определяемая неравенствами 
(4.69) при і = 3, будет областью изменения переменных 8ф, а 3 в следую­
щих случаях:

1) при I из интервала (5.5) и Фо из интервала 
0 <Ф 0<Ф з(1) = Ф з(т ) |і= і,

где Ф3 (т) определяется формулой (5.8) при і = 3;
2) при т из интервала х3о < т < л І2  и Фо ä Ф3 (1), где 

*зо= 4{[l + 4ctg2(a 3 + Ф„)]Ш - і}

Несколько сложнее обстоит дело, если Ф0 > Ф3 (1), а т принимает 
значения из интервала 1 < т < т3о .



Последний в этом случае удобнее разбить на три части:

1 ^ т < т32 , 

хг2<х < т£\ 

< т < тзо •

(5.26а)

(5.266)

(5.26в)

Значению т = т32 на рис. 5.5 соответствует прямая а 3 = о т (т32), про­
ходящая через точку пересечения кривых а 3 = а (3+)(Н3,Ф 0,5ф) и а 3 = 
= а'32)(Н3,5ср), поэтому

т32= 4{[5+4ctg2(ß3 + 8ф)]іп - і}"3 2|8)]>=8(̂ *>(н)фо). 

где 8ф(2+) -  корень уравнения

а(32)(Н3,5ф) = а(3+)(Н3,Фо,8ф);
а 3+), а 32) определяются формулами (4.51а), (4.516) при і = 3. Если т изме­
няется в пределах интервала (5.26а), то область изменения переменных 8ср, 
а 3 определяется (см. рис. 5.5, а  и неравенство (5.6)) тремя системами нера­
венств:

{:
5ф(2 )(Н},Ф 0)<5ф <5ф (в2)(Н „т) , 
<т‘2)(Н3,5ф)<ст3<сгш(т) ;

где

5фс, о,*’ определяются формулами (4.71), (4.51а) при і = 3.



б  Тз2 < Т <



Следует отметить, что значения корней, упомянутых выше, при т из 
интервала (5.26а) удовлетворяют неравенствам:

- 6фс(Н3, Ф0)< -5 ф ‘+>(Н3, Ф0, ,с)<5фз“)(Н ,,Ф 0) ,

5ф(„2,(Н3) С ,  < бф^ЧН,, т)< 6фГ(Н3, Ф„) •

Расположение прямых а 3 = а т (т), отвечающих значениям т из интер­
вала (5.266), относительно кривых, изображающих зависимость а (32) 
от 5ф на плоскости (бф, а 3), становится иным (см. рис. 5.5, б). Поэтому об­
ласть изменения переменных 5<р, с 3 при т из интервала (5.266) определяет­
ся уже другими системами неравенств, а именно

Г-8Фс(Н3,Ф 0)< 5 ф < - 8ф<;>(Н3,Ф 0, т) ,
ІУ Д Н ,, Ф0.5Ф) < а 3 < о (Д Н 3> Ф0,5ф) ;

-5фі:)(Н3>Ф0,т)<8ф <5ф (2-)(Н3,Ф 0) ,
< Ч Н 3, Ф0,5ф )< а, < стт (х) ;

6ф<->(Н3,Ф0) і 6<р<6ф(;>(Н3>Ф0,т) , 
а ‘2)(Н3, 8ф)<а3 <а„(т) ;

5ф Д Н 3,Ф 0,т )< 6 ф < 5 ф Д Н 3,Ф 0) , 
ст32)(Н ,,бф )<о3 < а 3°(Н 3,Ф„,5ф) .

Из рис. 5.5, б легко видеть, что значение т = выделено условием

"  5фт ’ (Н3 . Фо , t)  = 5ф2_) (Н3 , Ф0 ) , 

согласно которому

а з ’ ( Н , ,  ф 0. ^ф)І5<)>=5ф‘-»(Н,,Ф0) =  <Тт ( Ти ) )  •

Разрешая последнее равенство относительно т*“’, найдем

т”  = 4{{[2/оГ>(Н3,Ф 0,5ф)]2-3 } ,/2- l p |
Ібф̂ ф̂ СНз.Фо)

Значениям т из интервала (5.26в) на плоскости (бф, а 3) соответству­
ют прямые а 3 = а т(т), которые (см. рис. 5.5, б) располагаются выше прямой 
а 3 = а т(Тз2}), поэтому области изменения переменных бф, а 3 при т из ин­
тервала (5.26в) определяются системами неравенств:



{;
-5ф е(Н3 >Ф 0 )<5ф <5ф (2 ,(Н3 ,Ф 0) , 
а<ДН3 ,Ф 0 , 5 ф )5 а 3 і стДН3, Ф„5ф) ; 

Ѵ ;*  (н 3,Ф 0)<8ф< -бфі;' (н 3, ф 0 , т ) , 
5фД Н 3,Ф 0,т)<бф <0ф Д Н 3,Ф 0) , 
ст‘г)(Н3,5ф )< а3 5 а Д Н 3,Ф0,бф) ;

Г -бф Д Н ,,Ф 0)т)£  бФ <; бф Д Н ,, Ф0,т) ,
1°з2>(Н3,5 ф )< а3 <стя(т) .

Пусть Н = Н4. Область изменения переменных 5ф, аз, т в этом случае 
различается в зависимости от Ф0. Так, при Ф0= 0 имеем

5ф = 0, а 3 = sin си, Т4 < т < л/2 ,

гдет4» 1,2635807 (см. неравенства (5.9)).
Если же

0<Ф о<Ф 4(Ѵ2) = Ф4(т)|3=л ,

где Ф4(т) определяется формулой (5.11), то область изменения переменных 
5ф, аз задается (рис. 5.6, а )  следующими системами неравенств:

• если т(<° < т < І4С, то

f_ W > frr <Т> СТ> іЛі " Tm ‘ O’ ■/ *“Т ’-Tu Ч““43 “ US */ з 7 1 \
l « H » , Ф0, бф )<о3 < а„(т) ;

• если < т < т Д  то

-5 ф с(Н4,Ф )))^5ф<-5фі:>(Н4,Ф 0,т ) ,
• бф Д Н 4,Ф „ т )< б ф £ бфв(Н4,Ф 0) , (5.28а) 

сг(Д Н 4, Ф0,5ф)<ст3 < о<ДН4> Ф0, бф)) ;

І -б ф Д Н 4, Фс,т )< б ф ^ бф Д Н 4,Ф 0,т) , 
[ а Д Н 4)Ф0, 5ф)<<73<а„(т) ;

где а (3±} и 5фс определяются формулами (4.51а) и (4.71) при і = 4; 
бф^ -  положительные корни уравнений:

ст<3*)(Н4)Ф0,б ф )= о „ (т ) ; 

т‘±} = 4{[l + 4ctg2(ct4 ±Ф в)]'/2 - і}  Ш ;

£

(5.286)





T4C= 4 { [ 4 ( i  +  c tg 2a 4) c o s J O 0 - 3 ] ' /2 - l } 3/2 .

Значение т = 14с выделено условием

°ш (Т4с )  =  °эс  =  s i n a 4 / c o s ® 0 ,

а выделенность значений х = х,1’ понятна из графиков на рис. 5.6.
Аналогичным образом (см. рис. 5.6, б) обстоит дело в случае углов 

Ф0 из интервала
ф 4( Л ) < ф 0 <ф'4(і)= ф ;(х )|т=] ,

а именно область изменения переменных 5ср, аз определяется системой не­
равенств (5.27), если tJ-) < т < І4С и системами неравенств (5.28), если

U c  < X < >І2 , где Ф'4(т) определяется формулой (5.10).
Наконец, при Ф0 > Ф '(1) область изменения переменных 5<р, а 3 оп­

ределяется (рис. 5.7):
• если 1 < т < т 4с , системой неравенств:

5ф»}(Н4, Ф0, х)< 5ф < 6ф„(Н4, Ф0, х) ,
К ’(Н4, Ф „ 5<р)< а 3 < ст„(х) ;



• если І4С < X < л І 2 , системами:

-5<рс(Н4,Ф 0)<5ф<-5ф1:)(Н4,Ф 0>т) , 
'5фі:)(Н<,Ф (),т)<5(|)<8ф.(Н4,Ф 0) ,
Істз ЧН4, Ф „ 5ф)< а , < а ‘Д Н 4, ф „  5ф)) ;

Г-8ф:>(Й4,Ф „т)5  8ф58ф‘;>(Н4,Ф0,т ) ,
Істі_>(Н4,Ф0,5ф)<<Tj < а т( т ) .

Итак, располагая формулами, выражающими явными образом зави­
симость тензора L от т|, 5ср, а 3, т, Н, и зная область изменения переменных 
6ф, аз, т для каждой из плоскостей (4.43), можно считать, что тензорные 
функции L = L (т), 5ф, аз, т, Ц), і = 1, 2, 3, 4 заданы, и перейти к обсуж­
дению ориентационного соответствия решеток а  и у, связанных деформа­
ционным преобразованием (1.1).

4. Ориентационное соответствие решеток а  и у

Обозначим через {е^е^е“ } правую тройку ортов, направленных в 
а-решетке вдоль осей симметрии второго и четвертого порядков (см. рис.
1.2), и постулируем соответствие

(е? - е! V - І 7  —>е а . ( е 1 -t-e’VV? ев -у * “ (5.29)\ I і  / I * \  і і . / і  ' j  j  V ■/

рассматривая а-решетку как результат деформационного преобразования 
(1.1) у-решетки при собственно деформации у-решетки по Бейну с осью 
сжатия е] (см. формулу (5.18)). Деформация Бейна не изменяет ориента­

цию направлений (е ] )/Ѵ2, ej, поэтому соответствие (5.29) будет вы­
ражаться равенствами:

e := ß [ e :+ ( - l ) ‘e;]/V 2, к = 1 ,2 , e ] = S l t ] ,  (5.30)

где Q определяется формулой (5.19).
Переходя в (5.30) к базису, образованному тройкой ортов { е ',е ',е '}, 

получим

е : = 2 > , К  =  1,2 ,3 , (5.31)

где



( е ^ ) = {Х, [Х, + ( - 1)' X2 ](1 -  cos ¥ ) + cos Y -  (-1)' X3 sin Ч»}/л/2,

(e2,e“)= {X2[X, + ( - l ) ‘X2 ](l -  cos '?)+ ( - 1)“ cos ¥  + X, sin ¥ } /V2 ,

(ej,e;)=  {X3[X, + (-1)' X 2 ](l -  cos VF )+ [(-1)“ X,- Х ^ і п ^ / Ѵ г ,  

к= 1, 2,

(e[,e°)= X, X3(l-c o s4 /) -X 2 sin'F,

(e2,e° )=X 2 X3(l -совЧ ^-Х , sinT ,

(eJ,e3)=X3(l-co s 'F )+ co s 'F

есть направляющие косинусы; X u  А*Дз -  компоненты вектора X  (см. фор­
мулу (5.20в)) в базисе {e j,e j,e j}; ¥  выражается формулой (5.20а).

Формулы (5.31) определяют ориентацию кристаллографических осей 
а-решетки относительно кристаллографических осей у-решетки и устанав­
ливают тем самым ориентационное соответствие между решетками а  и у. 
Следует однако заметить, что ориентационная связь между решетками 
превращающихся у и а  фаз задается обычно в виде так называемых ориен­
тационных соотношений. В этих соотношениях указываются кристалло­
графические плоскость и направление в решетке у-аустенита, параллель­
ные (или почти параллельные) кристаллографическим плоскости и направ­
лению в решетке а-мартенсита. Для а-мартенсита массивных образцов 
сплавов железа характерны несколько вариантов ориентационных соотно­
шений: Курдюмова -  Закса, Нишиямы, Гренингера -  Трояно, но в качестве 
плоскости у-аустенита, входящей в ориентационные соотношения, все вы­
деляют шютноупакованную плоскость {111 }Y, образующую минимальный 
угол с габитусной плоскостью кристалла а-мартенсита.

Обозначим через Поу шютноупакованную плоскость у-решетки, обра­
зующую минимальный угол с заданной плоскостью Н (см. формулы (4.3) и 
(4.18)), а через N0 -  единичный вектор нормали к ней. В случае плоскостей 
Н (4.43) будем иметь тогда

По, = ( 111) , .  N0 =(е’ +е2 + е')/л /з .

Деформационное преобразование (1.1) решетки у в решетку а  изме­
няет как расположение узлов плоскости Поу в расположение узлов, отве­
чающее плоскости Поа=(От 1)а решетки а (если соответствие между решет-



ками а и у  задается равенствами (5.30)), так и ориентацию плоскости Поу 
Угол поворота последней измеряется углом между плоскостями Поу, Поа:

Т 0 = arccos(N0, п0) , (5.32)

где п0 -  единичный вектор нормали к Поа-
Векторы нормалей к плоскостям Поа и Поу связаны соотношением

n0= L -'N 0/|E -'N 0|

(см. формулу (2.11)), которое позволяет исключить п0 в (5.32) и перейти к 
выражению

%  = arccos[(N0, OE-'N.VlE- N0| ] ,  (5.33)

используя равенство L*-’ = QE 1 , следующее из (1.9), где П определяется 
формулой (5.19),

Е~' - x 2)oj 1+ 6У -ет е3 е3

lfg  1 | ( т Ч 1) / 2[т Ч (2 - т > ; ]

Замечая далее, что

E-'N0/|E-' N3| -  +[cos'PH - ( Л / 2jbm4»H)Ne , (5.34)

где

s in 4 /H= ( V 2 - T ) / V 3 ( l  +  T: )  , c o s ' f H= ( l  +  t V 2 ) /V 3 ( l  +  T! ) , (5 .3 5 )

и учитывая (5 .1 9 ), будем иметь

%  =  arccos(cos Т н sec  5 Т ) , (5 .3 6 )

где
secS1?  = 1 - (і/Л ) | 7 з ( X ,  [N„ e J D tg ^ s in V  + O - c o s T ) ^ -  

- ( ^ - t g ^ K X ,  N0)2 -  Л  (X,ej)(A., N J t g ’P ,]} ,
или



sec8'P = l - ^ r ( l - c o s 'F ){ 2 V 2 + ( l-3 A ) lg 4 'll-

— (4 + л/2 tg 'Fh )-у/Л(1 -  Л) sin^ß + 5ф + г| ß + ̂  j  -

-  (л/2 -  tg Т н )(1 -  A)sin[2(ß + 5ф + т,Ю]}- (5 37)

-л Ѵ Г Х з іп ^  tgvPHcos^ß + 5(p + r|ß + ̂

Под действием деформации Бейна плоскость Поу поворачивается на 
угол ¥н вокруг оси а.н = -(е [  - е ] ) / у І 2  в направлении вращения часовой 
стрелки, если смотреть навстречу А,н , поскольку

E-'N0/ |E ''N 0| = n ; N 0 , (5.38)
где QH = I cos + (1 -  cos ¥ Н)А,Н • А,н + sin^H U Хн -  так называемый пово­
рот Нишиямы. Ортогональное преобразование Q компенсирует лишь от­
части этот поворот, поскольку плоскость Поу ориентационно неизменной 
плоскостью, вообще говоря, не является. Степень компенсации характери­
зуется количественно значением угла ¥ 0 и изменяется в зависимости от ß, 
т|, 5ф, т, а 3. Характер этой зависимости иллюстрируется графиками, изо­
бражающими линии уровня (рис. 5.8. -  5.11)

^ „ ( ß ,  Л , 8 ф ,  ° 3)Ір=р, п= -і.«<И ) =  c o n s t >  ‘ =  1 ’ 2 )  3 > 4 > ^5  3 9 )

функции г),5ф, t ,  а , )  при фиксированных ß (см. формулы (4.51 в)),
ц ,  5ф. Выбор таких значений ß отвечает плоскостям (4.43), ориентационно 
близким к габнпусным плоскостям а-мартенсита. Выбор же значения 
т| =-1 объясняется тем, что ортогональное преобразование (5.19) при т] = 1 
не обеспечивает компенсацию деформационного поворота (5.38) плоско­
сти Поу. Иными словами, ориентационная связь между плоскостями Поу и 
Поа, согласуется с представлениями о их ориентационной близости, если в 
формулах (5.19), (5.20в), (5.22), (5.236), (5.23г), (5.23е), (5.256) для состав­
ляющих тензора L, отображающего решетку у  в решетку а  , положить 
л = - і .

Качественные и количественные различия в поведении линий уровня 
(5.39) обусловлены главным образом зависимостью от ß, в силу заметных 
изменений ß (от наименьшего, т. е. ß = ß4 ~ 11,3° для плоскости Н4, до наи­
большего, т. е. ß = ß3 -  35,6° для плоскости Н3). Общая тенденция здесь та-
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Рис. 5.8. Линии уровня функции ^ ( ß , , л, 8ф, т, ст3)| ^
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Рис. 5.9. Линии уровня функции ^ ( ß , ,  Л. 8ф>т> стз)| л=-і, 5<И)
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кова: рост ß сопровождается убыванием % , поэтому увеличение ß за счет 
аддитивной добавки 5ср > 0 (см. формулу (5.37)) несколько уменьшает зна­
чение % .

З а к л ю ч и т е л ь н ы е  з а м е ч а н и я

Формулы (5.3) устанавливают связь между параметрами к, т, а 3 , а 
формулы (5.12) — (5.17) указывают на возможность варьирования значений 
параметра к в определенных пределах при заданных плоскости Н = H j, і = 
= 1, 2, 3, 4 и значении угла Фо , выделяющем семейство {П3 (Hj)} ориента- 
ционно эквивалентных1 плоскостей П3 (Hj). Параметры к, т, а 3 относятся к 
величинам, вычисляемым на основе независимых наблюдений, что позво­
ляет использовать формулы (5.3), (5.12) -  (5.17) для экспериментальной 
проверки развиваемых теоретических представлений.

Немаловажное значение в этом плане имеют и результаты наблюде­
ний ориентационного соответствия между решетками превращающихся у и 
а  фаз, в частности, угла = Поу Поа между плоскостями с максимальной 
плотностью упаковки атомов, который можно представить и как функцию 
параметров к, т (см. формулы (5.19), (3.48) -  (3.51), (5.34), (5.35)), и как 
функцию параметров т, а 3 (см. формулы (5.36), (5.37), (5.35)). Формулы 
эти определяют %  однозначно при заданной ориентации (см. формулу
(4.68)) плоскости П3 (Ні ) и т] = -1, поскольку выбор конкретной плоскости 
из семейства плоскостей {П3 (H j)} и значения г\ однозначно определяет 
ортогональное преобразование Q  (см., например, формулы (5.19), (5.20)).

Задача об однородном деформационном преобразовании решетки в 
решетку допускает решение (см. формулы (5.18) -  (5.25)) без изучения до­
полнительной деформации (деформации при инвариантной решетке (см. 
формулы (2.50), (2.52))), если набор параметров, характеризующих решет­
ки превращающихся фаз, расширить за счет угловых характеристик, на­
блюдаемых в эксперименте. Базовым признаком может служить либо ори­
ентация габитусной плоскости а-мартенсита, либо взаимная ориентация 
плоскостей с максимальной плотностью упаковки атомов, связанных де­
формационным преобразованием. Процедура учета таких характеристик

1 Имеются в виду плоскости Г1з (Н ,), образующие с плоскостью Hj углы, не пре­
вышающие Фо-



детально обсуждается в двух последних главах на конкретных примерах с 
использованием габитусной плоскости в качестве базового признака. Рас­
пространение ее на другие признаки (если это плоскости) в принципиаль­
ном отношении не содержит ничего нового.



Результаты проведенного исследования свидетельствуют о том, что 
сформулированные Г. В. Курдюмовым представления о геометрической 
картине атомных смещений, свойственной мартенситному механизму пре­
вращения, и представления о деформации кристаллической решетки при 
мартенситаом превращении, вытекающие из фундаментальной работы
А. Б. Гренингера и А. Р. Трояно [30], являются основополагающими в 
логической схеме у - а  мартенситного превращения.

Определение мартенситного механизма превращения, предложенное 
Г. В. Курдюмовым, устанавливает связь между решетками превращаю­
щихся фаз, которая математически выражается уравнениями (1.12) в пред­
положении об однородности деформационного преобразования, что позво­
ляет строго решить задачу о построении симметричной части преобразо­
вания, ответственной за собственно деформацию одной решетки в другую. 
Экстремальные геометрические принципы -  принцип минимальной де­
формации или принцип максимальной близости решеток -  не играют здесь 
ключевой роли, хотя и полезны для понимания геометрического смысла 
вкладов от симметричной и ортогональной составляющих преобразования.

Так, принцип максимальной близости решеток указывает на выде- 
ленность тех вариантов деформационного преобразования решеток и тех 
вариантов ориентационного соответствия между ними, которые заведомо 
определяются взаимным расположением узлов в каждой из решеток в от­
дельности и описываются симметричными тензорами.

Все другие варианты ориентационного соответствия решеток следует 
объяснять, исходя из принципов, имеющих уже физическое обоснование.

В качестве одного из таких принципов принимается принцип наи­
меньшего проигрыша в энергии упругих напряжений, который согласуется 
с выводами А. Б. Гренингера и А. Р. Трояно [30] и допускает геометричес­
кую формулировку в виде постулата о деформации с инвариантной 
плоскостью, что существенно расширяет возможности геометрического 
подхода к изучению кристаллографии мартенситного превращения.

Реализация этих возможностей требует математического инструмен­
тария, отвечающего содержанию идей А. Б. Гренингера и А. Р. Трояно. 
Эти идеи геометрически наглядно выражаются в рамках формализма, 
основанного на понятиях ориентационных инвариантов деформационного 
преобразования и преобразования размерности инвариантных 
подпространств. Использование его позволяет простым образом связать 
строение решеток превращающихся фаз с собственными значениями и ин­



вариантными подпространствами, характерными для тензора, 
отображающего одну решетку в другую, указать ограничения на 
параметры ортогональной составляющей деформационного преобразова­
ния, установить зависимость между размерностью инвариантных 
подпространств, собственно деформацией решетки и дополнительной де­
формацией (деформацией при инвариантной решетке в общепринятой 
терминологии), преобразующей одномерное инвариантное подпрос­
транство -  ориентационно неизменную плоскость в двухмерное -  инвари­
антную плоскость. В результате задачи о построении составляющих де­
формационного преобразования с инвариантной плоскостью расцепляются 
и каждая из них разрешается в явном виде.

Найденные решения определяют ортогональное преобразование, 
ориентацию инвариантной плоскости и дополнительную деформацию как 
функции независимых параметров, причем дополнительная деформация 
однородна и односдвиговой, вообще говоря, не является. Элемент произ­
вола, связанный с выбором значений этих параметров, возможно и неуст­
раним, если придерживаться только принятых геометрических принципов, 
так как нет оснований ожидать, что мартенситный механизм превращения 
определяется всецело расположением узлов в решетках превращающихся 
фаз, поэтому вопрос о замыкании уравнений для составляющих однород­
ного деформационного преобразования решеток требует дальнейших ис­
следований.

Предметом дальнейших исследований может служить и обобщение 
подхода на случаи неоднородного деформационного преобразования ре­
шеток, в том числе и на случай неоднородной дополнительной деформа­
ции, отличной от деформации при инвариантной решетке. Интересные 
возможности в этом плане открываются при изучении преобразования 
инвариантных подпространств в отсутствии вырождения собственных 
значений тензора L, но при условиях LiL2 = 1, L3 = |Е| * 1, совместимых с 
существованием метрических инвариантов (расстояния и площади) в 
ориентационно неизменной плоскости, соответствующей собственному 
значению L3.

В заключение считаем своим долгом выразить признательность 
первому проректору В. Н. Ларионову и проректору по научной работе 
В. А. Федорову, а также заведующему кафедрой высшей математики 
Л. С. Чебыкину за внимание и административную поддержку.
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