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Аннотация. В работе предлагается вероятностная модель оценки, осно-

ванная на пошаговом выполнении экзаменационного задания. По аналогии с мо-

делью «Partial Credit» в модели используются латентные параметры для подго-

товленности студентов и трудности шагов задания, которые определяют ве-

роятности успешного выполнения шага задания. Методом максимального прав-

доподобия получены уравнения, связывающие наблюдения оценок и латентные 

параметры. Решения уравнений численными методами позволяют получить 



29 

оценки латентных параметров. Параметры определяют распределения веро-

ятностей оценок. Полученные функции распределения оценок используются для 

построения отображения одного набора оценок в другой. 

Abstract. The paper proposes a probabilistic model for student grades based 

on the step-by-step execution of an examination task. By analogy with the “Partial 

Credit” model, the model uses latent parameters for student ability and the difficulty 

of task steps, which determine the probabilities of successful completion of a task 

step. The maximum likelihood method is used to obtain equations relating the ob-

servations of estimates and latent parameters. Solving the equations by numerical 

methods makes it possible to obtain estimates of latent parameters. The parameters 

define the probability distributions of the grades. The resulting score distribution 

functions are used to determine the mapping from one set of grades to another. 

Ключевые слова: стохастическая модель оценок, Partial Credit Model, 

Item Response Theory, латентные параметры, сравнение шкал измерений. 

Keywords: stochastic model of student grades, Partial Credit Model, Item Re-

sponse Theory, latent parameters, comparison of grade scales. 

Задача адекватного педагогического измерения знаний и навыков уча-

щихся является сложной и актуальной задачей [1]. Любая область обучения 

нуждается в оценках для измерения достижений и соответствия полученных 

знаний образовательным стандартам. Оценка измеряет уровень знаний 

и навыков по дисциплине. Невысокие оценки демонстрируют недостаточ-

ность знаний и стимулируют учащихся. Перекосы в распределении оценок 

позволяют понять степень соответствия объема и уровня сложности предмета 

выделенному времени на изучение предмета и подготовленности учащихся. 

На величину оценки влияют много факторов: это и подготовленность сту-

дента, и сложность экзамена, и технология оценки знаний, и межличностные 

отношения студента и преподавателя, и множество случайных событий, так 

или иначе влияющих на процесс оценивания. Все это приводит к вероятност-

ному описанию педагогических измерений. Очевидно, что стандартная шкала 
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оценок применяется экзаменаторами по-разному — каждой аттестации соот-

ветствует свое распределение вероятностей. В таких условиях необходимо 

иметь инструмент сопоставления оценок, полученных в соответствии с раз-

ными законами распределения вероятностей. 

Исчерпывающий анализ всех факторов затруднен по причинам отсут-

ствия инструментов измерения их влияния. В Item Response Theory (IRT) все 

факторы сведены к двум латентным параметрам: сложность тестового задания 

и подготовленность испытуемого [2]. Указанных двух параметров достаточно 

для описания распределения оценки с двумя значениями: «сдано» и «не 

сдано». Если результаты задания оцениваются по шкале с более чем двумя 

градациями, то применяется модель "Partial Credit" [3], в которой вводятся не-

сколько латентных параметров для описания вероятностей получения каждого 

значения по шкале оценивания.  

Предлагается следующая модель, описывающая получение оценки 

в виде последовательности шагов. В случае «неудачи» на 𝑙-м шаге (𝑙 = 1, … , 𝑘) 

с вероятностью 1 − 𝑝𝑙 оценка принимается равной 𝑙 − 1 , в случае «успеха» с 

вероятностью 𝑝𝑙 испытание продолжается на следующем шаге. Предполага-

ется независимость шагов. Успешно выполнив все шаги учащийся получает 

максимальный балл 𝑘. Случайная величина 𝑋 — итоговая оценка будет иметь 

следующее распределение вероятностей 

𝑃{𝑋 = 𝑥} = (1 − 𝑝𝑥+1) ∏ 𝑝𝑙

𝑥

𝑙=0

, 𝑥 = 0, … , 𝑘, 

где для удобства полагается 𝑝0 = 1, 𝑝𝑘+1 = 0. 

Математическое ожидание 𝑋 можно вычислить в виде следующей суммы 

𝑀[𝑋] = ∑ ∏ 𝑝𝑙

ℎ

𝑙=1

𝑘

ℎ=1

. 

По аналогии с моделью "Partial Credit" [3], применяемой для анализа ре-

зультатов тестирования, подготовленность 𝑖-го студента будем измерять пара-
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метром 𝜃𝑖, a 𝑙-й шаг оценивания 𝑗-й аттестации будем характеризовать пара-

метром 𝛿𝑗𝑙. Параметры определяют для 𝑖-го студента вероятности успешного 

выполнения шагов 𝑗-й аттестации 

𝑝𝑙(𝑖, 𝑗) =  
𝑒𝜃𝑖

𝑒𝜃𝑖 + 𝑒𝛿𝑗𝑙
, 𝑙 = 1, … , 𝑘 

и вероятность оценки 

𝑃{𝑋𝑖𝑗 = 𝑥𝑖𝑗} = (1 − 𝑝𝑥𝑖𝑗+1(𝑖, 𝑗)) ∏ 𝑝𝑙(𝑖, 𝑗)

𝑥𝑖𝑗

𝑙=0

 

Очевидно, что чем больше 𝜃𝑖, тем сильнее распределение оценки 𝑋𝑖𝑗 бу-

дет смещаться в сторону более высоких оценок. Параметры 𝛿𝑗1, … , 𝛿𝑗𝑘 опреде-

ляют распределение оценки 𝑗-й аттестации при некотором фиксированном 𝜃 

и могут рассматриваться как трудности шагов аттестации. Предполагается не-

зависимость всех шагов.  

Для определения латентных параметров можно применить метод макси-

мального правдоподобия. Полученные этим методом уравнения решают чис-

ленными методами. По этой методике был обработан набор оценок 23 студен-

тов для 72 дисциплин. Шкала оценивания: «неявка», «неудовлетворительно», 

«удовлетворительно», «хорошо», «отлично» — была переведена в числовую: 

0, 1, 2, 3, 4. Дисперсионный анализ подтвердил гипотезы об отсутствии влия-

ния на отклонения оценок от математических ожиданий со стороны студентов 

или дисциплин. 

Обработка набора оценок подтвердила гипотезу, что на разных экзаме-

нах применяются шкалы с разными распределениями вероятностей. Для кор-

ректной статистической обработки таких данных необходимо установить со-

ответствие разных шкал. Традиционно сопоставление шкал связывают с сопо-

ставлением интервалов [4] интегральных характеристик, по которым опреде-

ляются рейтинги. Соответствие можно определять на основе статистических 

распределений оценок [5]. Для данных, изучаемых в данной работе, такой под-

ход оправдан статистической однородностью рассматриваемых данных. 
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В соответствии с предложенной моделью для каждого студента и дисци-

плины оценка будет иметь свое распределение вероятностей. Для определения 

соответствия значений оценок с разными распределениями вероятностей 

можно использовать функцию распределения 𝐹𝑋(𝑥) = 𝑃(𝑋 < 𝑥). Для непре-

рывных величин 𝑋 и 𝑌 можно использовать преобразование 

𝑦 = 𝐹𝑌
−1(𝐹𝑋(𝑥)). 

Для дискретных случайных величин такой подход не является точным.  

Идея следующего метода связана с сопоставлением значений двух вари-

ационных рядов с одинаковыми номерами. Для дискретных случайных вели-

чин в вариационном ряду одинаковые значения образуют интервал. Сопостав-

ление компонентов вариационных рядов приводит к ситуации, когда интер-

валу одинаковых значений 𝑥 будет соответствовать часть вариационного ряда 

для 𝑌, возможно с неодинаковыми значениями 𝑦. Значению 𝑥 можно поста-

вить в соответствие среднее значение соответствующей части вариационного 

ряда 𝑦. Если вместо вариационных рядов использовать вероятности, то полу-

чается следующая схема. Значение 𝑥 определяет интервал (𝐹𝑋(𝑥), 𝐹𝑋(𝑥 + 1)]. 

Этому интервалу могут соответствовать несколько значений 𝑌: 𝑦1, 𝑦1 +

1, … , 𝑦2  

𝑦1: 𝐹𝑌(𝑦1 − 1) < 𝐹𝑋(𝑥) ≤ 𝐹𝑌(𝑦1), 

𝑦2: 𝐹𝑌(𝑦2) < 𝐹𝑋(𝑥 + 1) ≤ 𝐹𝑌(𝑦2 + 1). 

Для пересчета значения вычисляется сумма по перекрывающимся интервалам 

𝑦 = ∑ 𝑖
𝑚𝑖𝑛(𝐹𝑌(𝑖 + 1), 𝐹𝑋(𝑥 + 1)) − 𝑚𝑎𝑥(𝐹𝑌(𝑖), 𝐹𝑋(𝑥))

𝐹𝑋(𝑥 + 1) − 𝐹𝑋(𝑥)

𝑦2

𝑖=𝑦1

 

Преобразование оценки на основе распределений следует проводить для 

исключения тенденции преподавателя ставить завышенные или заниженные 

оценки. Такая тенденция определяется латентными параметрами 𝛿𝑗1, … , 𝛿𝑗𝑘. 

Чем больше математическое ожидание оценки экзамена для студента со сред-

ним параметром подготовленности, тем больше вероятность завышения 

оценки. На рис. 2 представлены функции преобразования оценок для разных 
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распределений экзаменов к усредненному распределению с математическим 

ожиданием 2,25. 

 

Рисунок 1 — Примеры преобразования оценок для разных распределений экзаменов 

к усредненному распределению 

Преобразованные оценки элиминируют различие распределений вероят-

ностей оценок на разных экзаменах. На рис. 2 представлена зависимость тра-

диционных и преобразованных оценок от свойств распределения, характери-

зуемых на графике математическими ожиданиями распределений (ось 𝑋). Гра-

фики демонстрируют независимость преобразованной оценки от свойств рас-

пределения. 

 

Рисунок 2 — Зависимость традиционных и преобразованных оценок от математического 

ожидания распределения 
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Предложенная методика преобразования оценок позволяет получать бо-

лее точные данные успеваемости и строить более обоснованные рейтинги сту-

дентов. 
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