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В пособии рассмотрены трехфазные системы с примерами рас
чета трехфазных электрических цепей, типы соединения данных элек
трических цепей, преимущества трехфазных электрических цепей, за
тронуты вопросы безопасности при эксплуатации трехфазных цепей; 
подробно раскрыты вопросы расчета несинусоидальных токов и на
пряжений в линейных электрических цепях, а также способы пред
ставления несинусоидальных электрических величин.

Учебное пособие состоит из двух глав: «Трехфазные цепи» и «Пе
риодические несинусоидальные токи в линейных электрических це
пях». В каждой главе приведены необходимые теоретические сведе
ния, примеры практических расчетов, а также контрольные вопросы 
и задания, позволяющие глубже усвоить изучаемый материал.

Учебное пособие предназначено для студентов электротехниче
ских специальностей, изучающих дисциплины «Теоретические основы 
электротехники», «Электротехника и электроника», а также «Электри
ческие цепи и сигналы». Пособие также может быть использовано педа
гогами для подготовки к лекционному и лабораторно-практическому 
разделам электротехнических дисциплин.



Глава 1. ТРЕХФАЗНЫЕ ЦЕПИ

1.1. Трехфазные электротехнические устройства

К сложным электрическим сигналам относят сигналы от много
фазных систем и периодические сигналы несинусоидальной формы.

Объединение в одну цепь нескольких подобных по структуре 
цепей синусоидального тока одной частоты с независимыми источни
ками энергии широко применяется в технике. Объединяемые цепи 
синусоидального тока принято называть фазами, а всю объединенную 
систему цепей -  многофазной системой.

Наибольшее распространение получила трехфазная система.
Трехфазная цепь состоит из трех типов элементов: источника 

электрической энергии (трехфазного генератора или трансформато
ра), линии передачи и приемников. Источниками электрической 
энергии в таких цепях являются трехфазные электромеханические 
генераторы, состоящие как бы из трех самостоятельных генераторов, 
размещенных в одном корпусе. На электрических станциях трехфаз
ная система ЭДС образуется на зажимах трехфазного синхронного 
генератора.

Модель трехфазного генератора схематически изображена на 
рис. 1.1. Обмотки генератора расположены на статоре и состоят из 
трех катушек, каждая из которых изображена двумя витками; оси 
витков катушек сдвинуты относительно друг друга на один и тот же 
угол 2я/3, т. е. на 120°. Начала катушек обозначены буквами А, В и С, 
а концы -  X , У, Z. Ротор (N ~ S) представляет собой электромагнит, 
возбуждаемый постоянным током Его можно выполнять явнополюс
ным и неявнополюсным. На рис. 1.1 изображен неявнополюсный ро
тор. В машинном генераторе (см. рис. 1.1) обмотки неподвижны (по
мещены в пазы статора); они обозначены буквами А, В, С. Магнитное 
поле в генераторе создается вращающимся сердечником с намотанной 
на него катушкой, по которой протекает постоянный ток.

При вращении ротора турбиной создаваемое им магнитное по
ле возбуждает в неподвижных обмотках статора электродвижущие 
силы, имеющие одинаковые амплитуды и сдвинутые по фазе относи



тельно друг друга на угол 2я/3. Такая система ЭДС называется трех
фазной.

Рис. 1.1. Условное изображение модели трехфазного генератора

Под трехфазной симметричной системой ЭДС понимают сово
купность трех синусоидальных ЭДС одинаковой частоты и ампли
туды, сдвинутых по фазе на 120°. Графики мгновенных значений ЭДС 
изображены на рис. 1.2, б, а векторная диаграмма -  на рис. 1.2, а.

а б

Рис. 1.2. Диаграммы ЭДС трехфазного генератора: 
а -  векторная; б -  волновая

1.2. Элементы трехфазных цепей.
Способы изображения симметричной системы ЭДС

Под трехфазной цепью понимают совокупность трехфазной 
ЭДС, трехфазной нагрузки и соединительных проводов. Отдельная 
часть многофазной системы получила название фазы (иногда под фа
зой понимают участок трехфазной цепи с одинаковым током). Фазы 
трехфазного генератора принято обозначать первыми буквами латин



ского алфавита: А, В, С. На схемах замещения фазы трехфазного ге
нератора, или вторичной обмотки трехфазного трансформатора, изо
бражают двумя способами (рис. 1.3).

Рис. 1.3. Условные изображения обмоток статора 
трехфазных генераторов

Последовательность прохождения ЭДС через одинаковые зна
чения (например, через нулевое значение) называют последователь
ностью фаз.

ЭДС трехфазного генератора обозначают следующим образом: 
одну из ЭДС -  ЁЛу отстающую от нее на 120° ЭДС -  Ёв, а опережаю
щую на 120° -  Ёс. Такая последовательность чередования фаз называ
ется нормальной или прямой. Если ЭДС одной фазы, например фа
зы А, принять за исходную и считать ее начальную фазу фл равной 
нулю, то выражения мгновенных значений ЭДС можно записать 
в виде

еА = ^sinco/,

ев ~ £mSin((o/ -  2я/3), (1.1)

ec = £ msin(cü/ -  4я/3) = £msm(cof + 2я/3).

Комплексные действующие ЭДС можно соответственно запи
сать следующим образом:

ЁЛ = Е;Ёв = Е е%; £ с = £  • Д г  = £  • Д .  (1.2)

Сумма трех векторов комплексных значений ЭДС равна нулю. 
Следовательно, алгебраическая сумма комплексных значений фазных



ЭДС и алгебраическая сумма мгновенных значений фазных ЭДС ге
нератора равны нулю:

1.3. Способы соединения фаз трехфазного источника 
питания. Фазные и линейные напряжения

В период зарождения трехфазных систем предпринимались по
пытки использовать несвязанную систему, в которой фазы обмотки 
генератора не были электрически соединены между собой и каждая 
фаза соединялась со своим приемником двумя проводами. Такие сис
темы не получили применения вследствие их неэкономичности: для 
соединения генератора с приемником требовалось шесть проводов. 
Поэтому вполне естественным было стремление ученых и инженеров 
сократить число проводов трехфазной установки. Логическим путем 
было осуществлено объединение трех обратных проводов в один-  
так возникла связанная система, соединенная звездой (рис. 1.4), у ко
торой концы фаз X , У, Z соединяются в один общий узел N, называе
мый нейтральной или нейтральной точкой генератора (либо транс
форматора).

ЁА + Ёв + Ёс -  0;

ел + ев + ес = 0.

(1.3)

(1.4)

Рис. 1.4. Схема соединения фаз генератора звездой



Существуют различные способы соединения обмоток генерато
ра: в треугольник и в звезду. На электрической схеме трехфазный ге
нератор принято изображать в виде трех обмоток, расположенных 
друг к другу под углом 120°.

При соединении звездой (см. рис. 1.4) концы х, у  и z грех фаз 
объединяют в одну общую точку N\. При соединении треугольником 
(рис. 1.5) конец X одной фазы соединяют с началом Ъ второй фазы, 
конец у  второй фазы -  с началом с третьей фазы, конец z третьей фа
зы -  с началом а первой фазы. Обмотки генератора обозначают бук
вами А , В, С; букву А ставят у начала первой, В -  у начала второй 
и С -  у начала третьей фазы. Геометрическая сумма ЭДС в замкну
том треугольнике равна нулю. Поэтому если к зажимам А, В , С не 
присоединена нагрузка, то по обмоткам генератора не будет проте
кать ток.

Рис. 1.5. Схема соединения фаз генератора треугольником

Важной особенностью трехфазных цепей является наличие двух 
напряжений- фазного и линейного. Фазным называют напряжение 
между началом и концом каждой фазы, а линейным -  между началами 
двух фаз. Фазные напряжения обозначают [/J, U 'B,, U'c. Ток, протекаю
щий через обмотку, называют фазным током (на рис. 1.4 -  ІА, Ів, Ic) 
Линейные напряжения обозначают UAb, UBc, UCA-

К важным особенностям следует отнести выбор направлений 
токов в обмотках генератора, фазных и линейных напряжений.



За положительное направление фазных напряжений принимают 
направление от начала к концу фаз обмоток.

За положительное направление тока в обмотках принято напра
вление от конца к началу фаз обмоток.

За положительное направление линейных напряжений прини
мают направление от фазы к фазе согласно прямому чередованию фаз 
(обозначают Uab, Ubc, Uca)-

На рис. 1.6 приведена векторная диаграмма фазных и линейных 
напряжений трехфазного генератора, обмотки которого соединены 
звездой.

Рис. 1.6. Диаграмма напряжений трехфазного источника 
при соединении его фаз звездой

Заметим, что векторная диаграмма фазных и линейных напря
жений генератора является входной характеристикой для нагрузки. 

Рассмотрим построение диаграммы. В комплексной плоскости
(+1 -г j)  строят в масштабе три вектора фазных напряжений (Ua, Ub,
Uс). Напряжение Ua направляют по оси +1, остальные -  под углом 
120° и 240° к этому вектору. Концы векторов являются фазами, и их 
обозначают соответственно А, В, С. Соединяя концы фаз и соблюдая 
направленность, получаем треугольник векторов из линейных напря
жений генератора (Uab, Ubc, Uca).

Пять простейших способов соединения трехфазного генератора 
с трехфазной нагрузкой изображены на рис. 1.7.



Линейный провод

Рис. 1.7. Способы соединения фаз источников и приемников: 
а -  звезда -  звезда с нулевым проводом; б -  звезда -  звезда без нулевого 

провода; в -  звезда -  треугольник; г -  треугольник -  треугольник; 
д -  треугольник -  звезда



1.4. Соотношение между фазными и линейными 
напряжениями источников

Фазные напряжения источника отличаются от его ЭДС вследст
вие падений напряжения во внутренних сопротивлениях источника, 
а напряжения приемника отличаются от напряжений источника за 
счет падений напряжения в сопротивлениях проводов электрической 
сети, соединяющих нагрузку с генератором. Для упрощения анализа 
соотношений напряжения и ЭДС в трехфазных цепях будем прене
брегать указанными падениями напряжения. Применяя второй закон 
Кирхгофа поочередно ко всем фазам, при сделанном допущении 
и соединении источников звездой получим

На основании выражений (1.5) можно сделать вывод о том, что 
если генератор имеет симметричную систему ЭДС, то его фазные на
пряжения тоже симметричны, а векторная диаграмма фазных напря
жений не отличается от векторной диаграммы ЭДС генератора.

Если трехфазный генератор подключить к приемнику, т. е. точ
ки а, Ъ и с подключить к трехфазной нагрузке (см. рис. 1.4), то на ос
новании второго закона Кирхгофа для контуров N\abN\, N\bcN\, 
N\caN\ нетрудно получить следующие уравнения, связывающие ли
нейные и фазные напряжения:

Используя (1.6) и имея известные значения векторов фазных напря
жений, можно построить векторы линейных напряжений Ѵаы Ubc, Uca-

Из векторной диаграммы (см. рис. 1.6) следует, что при соеди
нении фаз источника звездой линейные напряжения равны и сдви
нуты по фазе относительно друг друга на угол 2я/3. Векторы линей
ных напряжений изображают, как правило, соединяющими векторы 
соответствующих фазных направлений. Кроме того, из векторной 
диаграммы следует, что

(1.5)

ил  = и[ -  и'ь, Ubc = и'ь -  и'с, и са = и'с -  и'а. (1.6)

иаЪ = 2t/gSin60° = л/3 U'a. 
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Такое же coo ’ лпенье г  ществует между любыми другими ли
нейными и фазны и напряжениями. Погрому можно написать, что
при соединении обметок источника звездой

ия = ф Ц .  (1.8)

Выражения (1.5) справедливы и при соединении фаз источника 
треугольником. Из схемы, показанной на рис. 1.5, следует, что линей
ные напряжения равны соответствующим фазным напряжениям:

Uab= U fa,U bc= U lU ca = U', (1.9)

Можно написать, что при соединении фаз источника треуголь
ником вообще

с/л = [/; ( m o )

На основании изложенного можно сделать следующие выводы:
1. Независимо от способа соединения фаз источника между ли

нейными проводами трехфазной цепи существуют три одинаковых по 
действующему значению линейных напряжения, сдвинутых по фазе 
относительно друг друга на угол 2я/3. В случае соединения фаз ис
точника звездой линейные напряжения оказываются в л/3 раз больше, 
чем при соединении фаз того же источника треугольником.

2. В четырехпроводной цепи кроме трех линейных напряжений 
между линейными проводами и нейтральным проводом имеются три 
фазных напряжения. Последние в л/3 раз меньше линейных напряже
ний и сдвинуты по фазе относительно друг друга также на угол 2я/3. 
Фазные и линейные напряжения не совпадают по фазе.

3. Наиболее распространенными номинальными напряжениями 
приемников переменного тока являются напряжения 380, 220 и 127 В. 
Напряжения 380 и 220 В используют преимущественно для питания 
промышленных приемников, а напряжения 220 и 127 В -  для питания 
бытовых приемников. Напряжения 380, 220 и 127 В считают также 
номинальными напряжениями трехфазных электрических сетей. При 
линейном напряжении 380 В фазное напряжение четырехпроводной 
трехфазной сети 380/л/3 = 220 В, а при линейном напряжении 220 В 
оно составляет 220/л/З = 127 В.



4. Наличие в четырехпроводных сетях (см. рис. 1.7, а) линейных 
и фазных напряжений дает возможность подключать однофазные при
емники, рассчитанные на два напряжения, например на 380 и 220 В 
или на 220 и 127 В.

5. Точку, в которой объединены три конца трехфазной нагрузки при 
соединении ее звездой, называют нулевой точкой нагрузки и обозначают 
0'. Нулевым проводом называют провод, соединяющий нулевые точки 
генератора и нагрузки. Ток нулевого провода обозначим /0. За положи
тельное направление тока примем направление от точки 0' к точке 0.

6. Провода, соединяющие точки А , Ву С генератора с нагрузкой, 
называют линейными. Текущие по линейным проводам токи называ
ют линейными; их обозначают 1Лу Ів, 1с Условимся за положительное 
направление токов принимать направление от генератора к нагрузке. 
Модули линейных токов часто обозначают /л (не указывая никакого 
дополнительного индекса), особенно тогда, когда все линейные токи 
по модулю одинаковы. Напряжение между линейными проводами на
зывают линейным и часто обозначают, используя два индекса, напри
мер иАв (линейное напряжение между точками А и В); модуль линей
ного напряжения обозначают Un.

1.5. Соединение элементов трехфазной цепи звездой

Как видно из схемы, изображенной на рис. 1.8, при соединении 
элементов нагрузки приемника звездой фазные напряжения приемни
ка Ua, и ъ, Uc не равны линейным напряжениям и аь, Уы* Uca- Применяя 
второй закон Кирхгофа к контурам aNba, bNcb, cNac, можно получить 
следующие соотношения между линейными и фазными напряжения
ми в комплексном виде:

Uab = Ua- У ь ;  Ute = У ь~ Uc, Uca = Uc ~ Ua. (1.11)

Рис. 1.8. Схема соединения фаз приемника звездой 
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Пользуясь соотношениями (1.9) и имея данные векторов фазных 
напряжений, нетрудно построить векторы линейных напряжений 
(рис. 1.9).

Рис. 1.9. Векторная диаграмма при соединении фаз приемника 
звездой в случае симметричной нагрузки

Если не учитывать сопротивлений линейных проводов и ней
трального провода, то следует считать комплексные значения линей
ных и фазных напряжений приемника равными соответственно ком
плексным значениям линейных и фазных напряжений источника. 
Вследствие указанного равенства векторная диаграмма напряжений 
приемника не отличается от векторной диаграммы источника при со
единении звездой (см. рис. 1.6 и 1.9).

Линейные и фазные напряжения приемника, как и источника, 
образуют две симметричные системы напряжений. Очевидно, между 
линейными и фазными напряжениями приемника существует соот
ношение, подобное (1.8), т. е.

и л = ф и 9. (1.12)

Как будет показано далее, соотношение (1.12) справедливо при 
определенных условиях также в случае отсутствия нейтрального про
вода, т. е. в трехпроводной цепи.

На основании указанного соотношения можно сделать вывод 
о том, что соединение звездой следует применять в том случае, когда 
каждая фаза трехфазного приемника или однофазные приемники 
рассчитаны на напряжение в ^[З раз меньшее, чем номинальное ли



нейное напряжение сети. Из схемы показанной на рис. 1.8, видно, 
что при соединении звездой линейные токи равны соответствующим 
фазным токам приемника:

/Л = Ѵ (1.13)

Пренебрегая сопротивлениями всех проводов, легко определить 
мгновенные значения токов трех фаз приемника и генератора:

У д  . Ub  . Uq  /1 і / іч

<1,4)

Данные уравнения могут быть записаны в комплексном виде:, =Ш. г =Ыж. г =
La Za ’Lb ZB’lc  Zc

С помощью первого закона Кирхгофа получим следующее соот
ношение между фазными токами и током нейтрального провода:

/ а + /* + / ,  = /„. (1.15)

Зная графическое изображение векторов фазных токов, с помо
щью (1.15) нетрудно построить вектор тока нейтрального провода. 
Если нейтральный провод отсутствует, то

1а + Ь  + 1с = 0. (1.16)

1.5.1. Симметричная нагрузка
Нагрузка трехфазной цепи считается симметричной, когда для

сопротивлений фаз za5 zb, zc равны в отдельности активные и реактив
ные сопротивления фаз:

Га =  П  = Г0 Ха =  ХЬ =  Хс,

ГДе Xa =  X L a -  *Са И Т. Д.
Условие симметричности нагрузки может быть записано 

в комплексном виде:

Zji Z в  Z c -  Z ф 7 фе



При симметричной нагрузке токи всех фаз имеют одинаковые 
действующие значения /ф и одинаковые сдвиги фаз ср относительно 
соответствующих фазных ЭДС. Ток в нейтральном проводе равен ну
лю. Поэтому в случае симметричного приемника, или, как говорят, 
при симметричной нагрузке генератора, нейтральный провод не ну
жен и не прокладывается. Примером такого приемника является трех
фазный двигатель с соединением фазных обмоток звездой.

Изначально будем считать, что при симметричной нагрузке име
ется нейтральный провод. Нагрузка соединена по схеме (см. рис. 1.7, а \  
и всю электрическую цепь можно представить как три самостоятель
ных однофазных цепи.

В отношении любой фазы справедливы все формулы, полу
ченные ранее для однофазных цепей. Например, для фазы а:

r 1 = &La 7 ’±±а

. Х афа = arcsin^-,А»
Р а  =  U J aCOS<ptt =  f f a, ( 1 . 1 7 )

Q a  =  U J aS m ( f a =  f j c 'a ,

\ Sa\ = U Ja = ? z a = ^ P 1a + Q ia.

Так как в четырехпроводной цепи модули Ua = Ub = Ѵс = U9 = 
= £/лЛ/з, то, очевидно, при симметричной нагрузке

J a  ]_Ь ]_с ~  7<р, ф а ~  ф ь “  фс “  ф<р> P a ~ P b i P c ~ ~ P  ф>

Q a ~  Q b ~  Q c ~  б ф і S a =  S a =  S b =  S c =  Sy .

Векторная диаграмма при симметричной активно-индуктивной 
нагрузке приведена на рис. 1.10. Из приведенных выражений и век
торной диаграммы следует, что при симметричной нагрузке образует
ся симметричная система токов, поэтому ток в нейтральном проводе
I n  =  І а  +  1 ь  +  1 с  =  0 .

Очевидно, что отключение нейтрального провода при /у = 0 не 
приведет к изменению фазных напряжений, токов, углов сдвига фаз, 
мощностей и векторной диаграммы. Даже при отсутствии нейтрального 
провода фазные напряжения оказываются равными Щ = £/л/\/з, т. е. тому 
напряжению, на которое рассчитаны фазы трехфазного приемника.



Таким образом, при симметричной нагрузке в нейтральном про
воде нет необходимости.

Мощности трехфазного приемника могут быть выражены так:

ГР = ЪР̂  = ЗЦр/фсо8фф;

-< 0  = ЗбФ = 3(Уф/ф8Іпф; (1-18)

(S = 3 S, = ЪЩѵ = 3 y[f*a + (?a.

Рис. 1.10. Векторная диаграмма напряжений и токов 
симметричного приемника, соединенного звездой

В качестве номинальных напряжений и токов трехфазных при
емников указываются обычно линейные напряжения и токи. Учиты
вая это, мощности трехфазных приемников целесообразно также вы
ражать через линейные напряжения и токи. Заменив в (1.18) фазные 
напряжения и ток согласно (1.12) и (1.13), получим

Р = УІ3 UJ„cos%\ <2 = ф  iy„sin<p,,; S = \ ß  Щ я. (1.19)

1.5.2. Несимметричная нагрузка
Нагрузка считается несимметричной, когда сопротивление хотя 

бы одной из фаз не равно сопротивлениям других фаз. Например, на
грузка будет несимметричной, если га = г* = гс, ха-хьФ  хс. Несиммет
ричной нагрузкой является и полное отключение одной или двух фаз.



Несимметричная нагрузка возникает обычно при подключении 
к трехфазной сети однофазных приемников. Последние могут иметь 
различные мощности, располагаться территориально в разных местах 
(в различных помещениях, на разных этажах и т. д.), включаться и от
ключаться независимо друг от друга.

Особенностью электрической цепи при несимметричной на
грузке является то, что она обязательно должна иметь нейтральный 
провод. Объясняется это тем, что при его отсутствии значения фазных 
напряжений приемников во многом зависят от степени несимметрии 
нагрузки, т. е. от значений и характера сопротивлений приемников 
различных фаз. Поскольку последние могут изменяться в широких 
пределах при изменении числа включенных приемников, существен
но могут изменяться и фазные напряжения. На одних приемниках на
пряжение может оказаться значительно больше, а на других -  меньше 
фазного напряжения сети ІУлЛ/з, т.е. того напряжения, на которое рас
считаны приемники, а это недопустимо.

Для иллюстрации сказанного на рис. 1.11, а приведена вектор
ная диаграмма цепи с несимметричной активной нагрузкой фаз при 
наличии нейтрального провода, а на рис. 1.11, б -  диаграмма той же 
цепи при его обрыве. При сравнении диаграмм отчетливо видны по
следствия обрыва нейтрального провода.

а б

Рис. 1.11. Векторная диаграмма при соединении приемников звездой 
в случае несимметричной нагрузки: 

а -  при наличии нейтрального провода; б -  при обрыве нейтрального провода



Фазные токи, углы сдвига фаз между фазными напряжениями и то
ками, а также фазные мощности при несимметричной нагрузке в цепи 
с нейтральным проводом будут в общем случае различными. Они могут 
быть определены по приведенным ранее формулам (1.17). Для определе
ния мощностей всех фаз следует воспользоваться выражениями

Р = Ра + Рь + PCi Q  =  Q a  + Q b  + Q c

При несимметричной нагрузке ток в нулевом проводе не будет 
равен нулю: /у = 1а + h  + Л. Значение и фаза тока зависят не только 
от характера сопротивлений фаз приемника, но и от схемы их вклю
чения. Например, если конденсатор и индуктивную катушку, вклю
ченные соответственно в фазы с и Ь, поменять местами, то ток в ней
тральном проводе изменится в несколько раз.

Если по каким-либо причинам несимметричные приемники, соеди
ненные звездой, окажутся включенными в трехпроводную сеть, то меж
ду нейтральными точками приемника и источника электроэнергии воз
никнет напряжение С/„у , называемое напряжением между нейтралями.

Цепь можно представить в виде схемы с двумя узлами п и N, по
этому для определения напряжения следует воспользоваться из
вестной формулой междуузлового напряжения:

YaUA + YbUB + YcUc 
UnN Ya +Yb + Yc ’

где Ya, Yb и Yc -  комплексные проводимости фаз приемника.

(1.20)

В

Рис. 1.12. Векторная диаграмма напряжений 
при учете напряжения между нейтралями



Очевидно, что теперь напряжения на фазах приемника будут от
личными друг от друга. Из второго закона Кирхгофа следует, что

Ua=UA- t U  Ub = UB- t U  Uc= U c - и* . (1-21)

Значит, зная и фазные напряжения генератора UA, Ub, Uc, 
можно определить фазные напряжения приемника, а по ним -  и фаз
ные токи: Іа = t/a/Zfl = YaUa и т. д. Векторы фазных напряжений можно 
определить графически, построив векторную диаграмму фазных на
пряжений источника питания и ^ ( р и с .  1.12).

1.6. Соединение элементов трехфазной цепи 
треугольником

В связи с тем что значительная часть приемников, включаемых 
в трехфазные цепи, бывают несимметричными, очень важно на прак
тике (в частности, в схемах с осветительными приборами) обеспечить 
независимость режима работы отдельных фаз. Кроме четырехпровод
ной цепи подобными свойствами обладают и трехпроводные цепи 
при соединении фаз приемника треугольником.

а б

Рис. 1.13. Соединение фаз приемника треугольником: 
а -  общая схема; б -  векторная диаграмма токов и напряжений

Как видно из схемы (рис. 1.13, а), каждая фаза приемника при 
соединении треугольником подключена к двум линейным проводам. 
Поэтому независимо от значения и характера сопротивлений прием



ника каждое фазное напряжение нагрузки равно соответствующему 
линейному напряжению:

Цр=і/л. (1.22)

Если не учитывать сопротивлений проводов сети, то напря
жения приемника следует считать равными линейным напряжениям 
источника.

На основании схемы (см. рис. 1.13, а) и выражения (1.22) можно 
сделать вывод о том, что соединение треугольником следует при
менять тогда, когда каждая фаза трехфазного приемника или одно
фазные приемники рассчитаны на напряжение, равное номинальному 
линейному напряжению сети.

Фазные токи ІаЪ, 1Ьс и в общем случае не равны линейным то
кам 1а, Іъ и 1С. Применяя первый закон Кирхгофа к узловым точкам а, b 
и с, можно получить следующие соотношения между линейными 
и фазными точками в комплексном виде:

Используя указанные соотношения и имея векторы фазных токов 
1аь> Іьс, tea, нетрудно построить векторы линейных токов (рис. 1.13,6).

Если приемник симметричный (za* = = z*r), то векторы фаз
ных токов образуют симметричную систему: значения фазных токов 
и сдвиги фаз между токами и соответствующими фазными напряже
ниями будут одинаковы. В отношении любой фазы справедливы все 
формулы, полученные ранее для однофазных цепей,’например:

(1.23)

1.6.1. Симметричная нагрузка

г
lab ~ UablZca, 

ф ab = arcsin“ ^,

^ Р ab UablabCQStyab I  ab f ab>

Qab ~  Uablabfi^Rtyab ~  I  abXaby

(1.24)



Очевидно, при симметричной нагрузке 

' r\U\ = |/*СІ = 14.! = 141.

фаА — фіс — фсл ~ фф?

< \Pab\ =  \Рьс\ =  | Л . |  =  |Р ф |, (1 -2 5 )

lß*l = lßfcl = l ß J  = lß*l,

=  iiSfcd =  І^сдІ := |5ф |.

Векторная диаграмма фазных (линейных) напряжений, а также 
фазных токов при симметричной активно-индуктивной нагрузке при
ведена на рис. 1.14. Там же в соответствии с выражениями (1.23) по
строены векторы линейных токов. Следует обратить внимание на то, 
что при изображении векторных диаграмм в случае соединения тре
угольником вектор линейного напряжения Ѵаь принято направлять 
вертикально вверх.

Рис. 1.14. Векторная диаграмма при соединении приемника 
треугольником в случае симметричной нагрузки

Из выражений (1.23) и векторной диаграммы следует, что при 
симметричной нагрузке существуют симметричные системы фазных 
и линейных токов. Векторы линейных токов чаще изображают соеди
няющими векторы соответствующих фазных токов. На основании 
векторной диаграммы (см. рис. 1.14) Іа = 2/а̂ іп60° = ^/3/ф. Такое же



соотношение существует между любыми другими фазными и ли
нейными токами. Поэтому можно написать, что при симметричной 
нагрузке вообще

/л  =  л/з/г  (1.26)

Для симметричных приемников достаточно определить ток в од
ной фазе и, пользуясь формулой (1.26), найти линейный ток. Следует 
обратить внимание на то, что в трехпроводной цепи независимо от 
характера приемников геометрическая сумма линейных токов равна 
нулю: ІА + Ів + Іс = 0.

1.6.2. Несимметричная нагрузка
Как и при соединении звездой, в случае соединения треугольни

ком однофазные приемники делят на три примерно равные в отно
шении мощности группы. Каждая группа подключается к двум про
водам, между которыми имеется напряжение, отличающееся по фазе. 
При несимметричной нагрузке фазные токи, углы сдвига фаз и фаз
ные мощности будут в общем случае различными. Векторная диа
грамма для случая, когда в фазе ab имеется активная нагрузка, в фазе 
Ъс -  активно-индуктивная, а в фазе са -  активно-емкостная, приведена 
на рис. 1.15.

Рис. 1.15. Векторная диаграмма фазных и линейных напряжений 
и токов при соединении приемника треугольником в случае 

несимметричной нагрузки



При определении фазных токов и мощностей используют фор- 
мулы (1.24), но для определения мощностей всех фаз следует пользо
ваться формулами

Р=РаЬ + РЬс + Pea.\ Q  =  Qab + Qbc + Qca (1 -27)

Если кроме фазных токов требуется определить линейные токи, 
то задачу следует решать в комплексной форме. Для этой же цели 
можно воспользоваться векторной диаграммой. При решении задачи 
в комплексной форме необходимо прежде всего выразить в комплекс
ной форме фазные напряжения, а также полные сопротивления фаз. 
Когда это сделано, нетрудно по закону Ома определить фазные токи. 
Например, комплексное выражение тока 1_аЬ будет иметь вид

(1.28)

Комплексным методом можно воспользоваться и для определе
ния фазных мощностей. Так, мощности фазы ab будут равны

Sab =  U aJ  ab, Pab  = R e S ab, Qab = ІПЬ§,&; \Sab\ = л/ ^ ab + Q?ab- (1.29)

Рассмотрим, как будут изменяться значения различных величин 
в электрической цепи при изменении сопротивления приемников. На
пример, если при XcJrca ~ const увеличить вдвое сопротивление Zca, то 
ток Іса уменьшится, а угол <рса не изменится (см. рис. 1.15). Очевидно, 
при этом уменьшатся и токи Іа, І с, а также мощности Р са, Qca, S ca. Токи 
lab, Ibc, h a ,  УГЛЫ Щ с И МОЩНОСТИ P aby Qab, S ab, Pbc, Qbc, S bc ОСТЭНуТСЯ 

постоянными. При отключении фазы са сопротивление zca ~ оо, 1са = О, 
токи I ab, h e ,  h a ,  а также углы у аъ, Ц>ьс не изменятся, а токи І а и / с 

уменьшатся и / а = £ь, / с = 1_Ьс.

1.7. Активная, реактивная, комплексная и полная 
мощности трехфазной симметричной системы

Активной мощностью (часто просто мощностью) грехфазной 
системы называется сумма активных мощностей всех фаз источника 
энергии, равная сумме активных мощностей всех фаз приемника.



В симметричной трехфазной системе, т. е. в системе с симмет
ричными генератором и приемником, при любой схеме их соединения 
для каждой фазы мощности источника энергии и приемника одинако
вы. В этом случае Р = ЗРФ и для каждой из фаз справедлива формула 
активной мощности синусоидального тока

P9=U9I9 cos<p, (1.30)

где ф -  угол сдвига фаз между фазными напряжением и током.
Заменив действующие значения фазных тока и напряжения ли

нейными при соединении фаз источника энергии и приемника звездой 
и треугольником, получим одно и то же выражение для активной 
мощности симметричной трехфазной системы:

Р = 3 Ц/фСОБф = л/3 [/д/лСОБф. (1.31)

В промышленных установках приемники обычно симметричные 
или почти симметричные, т. е. мощность может быть вычислена по (1.31).

В общем случае реактивной мощностью трехфазной системы 
называется сумма реактивных мощностей всех фаз источника энер
гии, равная сумме реактивных мощностей всех фаз приемника. Реак
тивная мощность симметричной трехфазной системы вычисляется по 
формуле Q = 3Q9 = ЗСУфвіпф или после замены действующих значе
ний фазных тока и напряжения линейными -  по формуле

е  = л/3{Шіп<р. (1.32)

Полученные величины могут быть изображены и в комплексном 
виде. Комплексной мощностью трехфазной системы называется сум
ма комплексных мощностей всех фаз источника энергии, равная сум
ме комплексных мощностей всех фаз приемника.

Полная мощносгь симметричной трехфазной системы находится 
следующим образом:

S = y ß u j„ . (1.33)

Для несимметричной нагрузки общие мощности цепи опреде
ляются по очевидным формулам:

P = P 1+ / ,2 + . . . ; ß  = ßi  + ß 2+.. .  (1 34)



1.8. Измерение активной мощности 
в трехфазной системе

Для измерения активной мощности трехфазной несимметричной 
четырехпроводной системы в общем случае (неравномерная нагрузка 
и наличие нулевого провода) необходимо включить три ваттметра. 
Активная мощность системы равна сумме показаний трех ваттметров.

У симметричного трехфазного приемника мощности всех фаз 
одинаковы, поэтому достаточно измерить активную мощность Р од
ной фазы. Активная мощность приемника равна Р -  3Р9.

В этом случае просто измеряется мощность одной фазы Р9, если 
фазы приемника соединены звездой с доступной нейтральной точкой. 
На рис. 1.16, а показано включение ваттметра, который измеряет 
мощность фазы А приемника. Подобное же включение ваттметра по
зволяет измерить мощность одной фазы, если фазы приемника соеди
нены треугольником (рис. 1.16, б).

а б

Рис. 1.16. Схема включения ваттметра для определения фазной мощности. 
а -  при соединении приемников звездой; б -  при соединении приемников

треугольником

Если фазы симметричного приемника недоступны для измерений, 
то применяют прием с созданием искусственной нейтральной точки. 
Это нейтральная точка цепи с соединенными звездой фазами, которая 
состоит из цепи напряжения, ваттметра с сопротивлением г и двух рези
сторов с сопротивлениями г ь - г с- г  (рис. 1.17). При таком соединении 
цепь напряжения ваттметра находится под фазным напряжением, ток 
в его цепи равен фазному (линейному) току приемника, соединенного

с о



по схеме звезды (треугольника). Следовательно, в обоих случаях ватт
метр измеряет третью часть мощности приемника. Обычно завод- 
изготовитель выпускает ваттметр с искусственной нейтральной точкой 
для измерения мощности в симметричных трехфазных системах. Такую 
точку создают путем подключения двух резисторов с сопротивлениями 
П = гс = г (где г равно сопротивлению ваттметра) к двум фазам, в цепи 
которых нет токовой катушки ваттметра.

а б

Рис. 1.17. Схема включения ваттметра: 
а -  с нейтральной точкой; б -  с нейтральным проводом

В трехфазных трехпроводных системах мощность при несим
метричном приемнике в большинстве случаев измеряют методом 
двух ваттметров (рис. 1.18).

Рис. 1.18. Трехпроводная система с двумя ваттметрами

Своеобразная особенность этого метода измерения заключается 
в том, что даже при симметричном приемнике показания двух ваттмет
ров в большинстве случаев не одинаковые, причем показание одного из 
них может быть и отрицательным. В этом случае мощность трехфазной 
системы равна алгебраической сумме показаний двух ваттметров.



Для доказательства возможности измерения мощности методом 
двух ваттметров сначала выразим мгновенную мощность системы че
рез мгновенные значения напряжений и токов. Мгновенная мощность 
любой фазы равна произведению мгновенных значений фазных на
пряжения и тока, а мгновенная мощность трехфазной системы -  сум
ме мгновенных мощностей фаз. В частности, при соединении фаз 
приемника звездой мгновенная мощность р  = иаіа + Щіь + исіс.

Но при соединении фаз приемника звездой без нейтрального 
провода іа + іь + іс = 0 и, следовательно, іс = -(ia+h)-

Подставив значение тока іс в выражение мгновенной мощности, 
получим р  = (иа-  ис)іа + (щ -  ис)іь.

Так как разность фазных напряжений равна соответствующему 
линейному напряжению, т. е. иа - и с-  иас, щ - и с-  щс, то мгновенная 
МОЩНОСТЬ р  =  иасІа +  Ubch

Следовательно, мгновенная мощность трехфазной системы рав
на сумме двух произведений мгновенных значений линейных напря
жений и токов. Сумма средних значений этих двух произведений, т. е. 
активная мощность системы, может быть измерена двумя ваттметра
ми (см. рис. 1.18).

Р = Р{+Р2= UcJaCOS(\|/M -  \|ßt) + UbJblCOSî u -  \|/,), (1.35)

где \|/м -  v|fj -  угол сдвига фаз между соответствующими линейным 
напряжением и током.
При правильном включении ваттметров положительные направле

ния линейных напряжений и токов должны совпадать с направлением от 
«начала» к «концу» цепи напряжения и цепи тока ваттметров. Так, у пер
вого ваттметра нужно соединить «начало» (вывод, отмеченный звездоч
кой) цепи напряжения с проводом а, а «конец» этой цепи -  с проводом с.

Распределение измеряемой мощности трехфазной системы меж
ду показаниями двух ваттметров зависит главным образом от углов 
сдвига фаз между линейными напряжениями и токами. Проследим 
эту зависимость в случае симметричного приемника. На рис. 1.19 по
казана векторная диаграмма напряжений и токов в случае симметрич
ного приемника, фазы которого соединены звездой.

Углы сдвига фаз между соответствующими фазными напряже
нием и током одинаковы и равны аргументу ф комплексного сопро



тивления фазы приемника. Из диаграммы следует, что при симмет
ричном приемнике углы сдвига фаз между векторами Üac и /„, и 1а 
соответственно равны <р -  30° и <р + 30°.

Рис. 1.19. Векторная диаграмма напряжений и токов
в случае симметричного приемника с соединением звездой

Действующие значения линейных напряжений и линейных то
ков при симметричном приемнике одинаковы, т. е. | Utd= ЩісІ = Un;
|/а | =  |/А І= /л -

Таким образом, сумма показаний двух ваттметров, равная мощ
ности симметричной трехфазной системы, составляет

Р = Р і+ Р 2= UJncos(<p -  30°) + t/jj/nCOs((p + 30°).

Из этого выражения следует, что при симметричном приемнике 
показания ваттметров Р\ и Р2 будут равны только при ср = 0. Если 
Ф > 60°, то показание второго ваттметра Р2 будет отрицательным, т. е. 
сумма показаний алгебраическая.

Можно не доказывать возможность измерения мощности мето
дом двух ваттметров при соединении фаз приемника треугольником, 
так как при заданных значениях линейных напряжений и токов мощ
ность не зависит от схемы соединения фаз приемника.



1.9. Расчет трехфазных цепей при соединении фаз 
приемника четырехпроводной звездой 

(звездой с нейтральным проводом)

Мы будем рассматривать только приемники, подключенные 
к симметричному трехфазному источнику питания (генератору).

Симметричным называется такой трехфазный генератор, в котором 
действуют три ЭДС с одинаковыми частотами и амплитудами, сдвинутые 
по фазе относительно друг друга на угол 120° (соединение звездой).

Перед расчетом необходимо к исходной схеме добавить соот
ветствующее значение ЭДС трехфазного генератора.

Порядок расчета.
1. Записать систему трех фазных симметричных напряжений.
2. Записать сопротивление фаз в комплексной форме.
3. По закону Ома определить токи в фазах.
4. По первому закону Кирхгофа вычислить ток в нейтральном 

(нулевом) проводе.
5. Рассчитать мощности всей цепи и каждой фазы отдельно.
6. Построить в масштабе векторные диаграммы токов и напряжений.

Пример 1
К трехфазному источнику с линейным напряжением \Щ = 380 В 

подключен несимметричный трехфазный приемник (рис. 1.20). Ак
тивные и реактивные сопротивления фаз приемника соответственно 
равны: Ra = 19 Ом, Re = 8 Ом, Rc = 24 Ом, Хв = 6 Ом, Хс = 18 Ом. Со
противлениями проводов можно пренебречь. Определить токи в фа
зах приемника, ток в нейтральном проводе, мощности каждой фазы 
и всей цепи. Построить векторные диаграммы токов и напряжений.



Решение
Так как потребитель соединен четырехпроводной звездой, то 

системы фазных и линейных напряжений источника и потребителя
U 380

совпадают, t/„ = л/3 Щ, следовательно, £/ф = ^  = = 220 В.

Пусть вектор напряжения фазы А совпадает с положительным 
напряжением оси действительных чисел (рис. 1.21), тогда

иа=Щ-е/°° = 220 • е>%° = 220 В = UM\

U.= Ua- е>т ° = 220 • е>п(,° В = UBN;

Uc = U. ■ e~jU0° = 220 • е~}1Ж ■ ечш ° = 220 • е т ° = 220 • / 20° В = UCN-

Рис. 1.21. Векторная диаграмма к примеру 1

Комплексы сопротивлений фаз можно записать в виде

Za = Ra = 19 0 м =  19-е'0'Ом;
Ze = R,+ jX e = 8 +у6 = 19 • е/36,870° Ом;

ZC = RC - jX c = 24 18 = 30 • е736 870’ Ом.

Токи в фазах приемника определяем по закону Ома:

Ia = ̂  11,58 Ѵ °=  11,58 А;

/ .  = Щ = 22 • e~JlS6’ir  = -20,23 ->8,64 А;

/ с = ̂  = fo^e“̂ 6,87' = 1>^'  e?m,sr = -6,74 + ./2,88 А. 
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По первому закону Кирхгофа

І„ = 1а + І. + Іс= 11,58- 20,23 -./8,64 -  6,74 +у2,88 = -15,39 -у'5,76 =
= 10,43 ^ 159-48” А.

Мощность, потребляемая нагрузкой, равна

§ = { / „ • / „  = 220 • 11,58 = 2547,6 ВА;

S, = U, ■ 1, = 220 • е~пж • 20 • е'156'87" = 4840 • е'36'87“ = 3872 + 72904 ВА;

SC = UC- Іс = 220 • / 20° • 7,33 • e~jm ’ir  = 1612,6 • е*36>8Г = 1290-7967,6 ВА;

5=5,+ §  +§=2547,6 + 3872 + 72904 + 1290 -7967,6=7709,6 + >1936,4 ВА.

Векторные диаграммы токов и напряжений приведены на рис. 1.22.

Рис. 1.22. Векторная диаграмма токов и напряжений к примеру 1

1.10. Расчет трехфазных потребителей 
при соединении фаз приемника трехпроводной звездой 

без нейтрального провода

Системы фазных и линейных напряжений источника (генерато
ра) и нагрузки в этом случае не совпадают. Между нейтральными 
точками источника и потребителя возникает напряжение, которое на
зывается напряжением смещения нейтрали.



Перед расчетом необходимо к исходной схеме добавить соот
ветствующее значение ЭДС трехфазного генератора.

Порядок расчета .
1. Записать систему фазных напряжений источника.
2. Сопротивления фаз представить в комплексной форме и вы

числить проводимости фаз.
3. Рассчитать напряжение смещения нейтрали.
4. Определить напряжения фаз потребителя.
5. По закону Ома найти фазные токи нагрузки.
6. Построить векторные диаграммы токов и напряжений.

Пример 2
К трехпроводной трехфазной сети с линейным напряжением 

ил = 220 В подключен приемник, фазы которого соединены звездой 
(рис 1.23). Сопротивления фаз: Za= 10 Ом, Zc = - j\0  Ом, £, = 5+ f l , 66 Ом. 
Определить токи в ветвях. Построить совмещенные векторные диа
граммы токов и напряжений.

Рис. 1.23. Электрическая цепь к примеру 2 

Решение
Фазные напряжения источника образуют симметричную систе-

Ъ

иа = С/ф Ѵ°° = 127 • еР  = 127 В;

Ѵ.= Щ- e j m ° = 127 • e~jm ° = -63,5 - j \  10 В, 

Uc = С/ф • е'120” = 127 • е'120” = -63,5 + j \  10 В.



Комплексные проводимости фаз нагрузки:

1 1 Л ,
Ьь = z a = TÖ = 0, см;

-* = Z, = 5 +>8,66 = 10 • е-'60 ^A e j60 = 0,05 ->0,0866 см;

- c = Zc= - > i o = -i0,1 ' ^ 90 см

Напряжение смещения нейтрали:

U.Y.+ U.Y.+ UeYe _
" X a  + L  +  L

_  U l Г  • 0 .1 /°  + П1е~пж ■ ОЛеч60° + 127е'120' • О.ІѴ90' _
0,1 + 0,05 ->0,0866 + >0,1

= 84,33<f'155’1 ->155,1 =— 76,49->35,51 В.

Фазные напряжения приемника:

Ua=UA- U N= 127-(-76,49 ->35,51) = 203,49 + >35,51 = 206,56 • е'9,9' В;

U.=UB-  f/w=(-63,5->l 10)-(-76,49 ->35,51)= 12,99 -/74,49 = 75,61 • В;

£/с= f/c- І/лг=(-63,5+>110)-(-76,49->35,51 )= 12,99+>145,51=146,09 • е/Н9° В.

Фазные токи и токи в линиях определяем по закону Ома:

• Ua 206,56 ■ е7" 0 _  ,QQO______ ____
Іа = -£ = --------- = 20,66 • er* = 20,35 + ß ,5 5  А;

U 75 61 • Р^80»10
/в = ~£ = 10~- / ° '  = 7)56 ' е">140,'°= ~5’8 ~74’85 Аі

. Uc 146,09 V 84-9' _____  і17і0.   . . .
Іс~~2 = — 10 •е~у9°"— = ’ =-14,55 +./1,3 А.



Правильность решения проверим по первому закону Кирхгофа:

1а + U + Л = 0;

20,35 + УЗ,55-5,8 -у4,85 -  14,55 + у 1,3 = 0.

Векторная диаграмма изображена на рис. 1.24.

Рис. 1.24. Векторная диаграмма токов и напряжений к примеру 2

1.11. Расчет трехфазных потребителей 
при соединении нагрузки треугольником

Порядок расчета .
1. Записать систему фазных напряжений приемника.
2. Представить сопротивления фаз в комплексной форме.
3. По закону Ома определить фазные токи.
4. По первому закону Кирхгофа рассчитать линейные токи.
5. В масштабе построить векторную диаграмму токов и напря

жений.

ПримерЗ
К трехфазному источнику ЭДС с линейным напряжением Un = 380 В 

подключен трехфазный приемник (рис. 1.25) с сопротивлениями фаз



Лай = 38 Ом, ХЬс~ Х са-  38 Ом. Рассчитать фазные и линейные токи. 
Правильность решения проверить, составив уравнение баланса актив
ной мощности. Для определения активной мощности, вырабатывае
мой генератором, воспользоваться методом двух ваттметров. Постро
ить совмещенную векторную диаграмму напряжений и токов.

Рис. 1.25. Электрическая цепь к примеру 3

Решение
При соединении нагрузки треугольником фазные и линейные 

напряжения равны между собой, т е. Щ = Un = 380 В.
Запишем симметричную систему трехфазных напряжений. Для 

определенности предположим, что напряжение между фазами В и С  
совпадает с отрицательным направлением оси мнимых чисел:

Ü„ = j l 7ф = -уЗ80 = 380 • ё 90° В.

Тогда

и ав = U.C ■ ё по° = 380 • e-j90° ■ ё 1Ж = 380 • ё ж = 330 + >190 В;

Uca = UK ■ е ІІЖ = 380 ■ е ,хж = 380 • е т ° = 380 • ё '50° = -330 + >190 В.

Комплексные сопротивления фаз:

z m = Ra.= 38 Ом = 38 -ё°° Ом;

ZeJX,c = >38 = 38 • ёж Ом;

Zca = jX ca = ->38 = 38 • e~j90° Ом.



Определяем фазные токи:

4 = д ^  = - ~ з /  ' = 10-^°° = 8,66 + >5 А;

4 = ̂  = 10 • ^ 180' = -10 А;

4 = = ^ } | T f W  = 10 • <?°40’ = 10 • е~]ЛЖ = -5  - ./8,66 A.

Линейные токи находим по первому закону Кирхгофа: 

іл = 4 - 4  = 8,66 + >5 -  (-5 -> 8,66) = 13,66 + у13,66 = 19,32 • ^ А ;

Ів = Л. -  4  = -Ю  -  (8,66 + >5) = -18,66 —jS  = 19,32 • <^165”А; 

tc = 4  -  4 = -5 -> 8,66 -  ( - 10) = 5 -> 8,66 = 10 • е^60°А.

Активная мощность нагрузки равна

Р = РаЪ + Ръс + Рса- 

Рat = /.» •  Лві = Ю2 • 38 = 3800 Вт.
РЪс= ^са = 0, так как в этих фазах нет активных сопротивлений.
Р = Раь = 3800 Вт.
Схема измерения активной мощности по методу двух ваттмет

ров приведена на рис. 1.26.

Рис. 1.26. Электрическая схема измерения 
активной мощности по методу двух ваттметров



Активная мощность всей цепи равна сумме показаний ваттметров: 

Р = РІ +Р2.

Pi = Re[Uac ■ ІА] = Äe[-380e/150° • I9,32e~jiy] = /?е[-7341І6е'105“] = 
= -7341,6cosl05° = 1900 Вт;

P2 = Re[Ubc iB] = Äe[-380e'-,9°* • 19 ,32 /65“] = Äe[-7341,6e'75*] = 
= 7341,6cos75° = 1900 Вт;

P = P\ + P2 = 1900 + 1900 = 3800 Вт.
Задача решена верно.
Векторные диаграммы напряжений и токов изображены на рис. 1.27.

Рис. 1.27. Векторные диаграммы напряжений и токов к примеру 3

Примечание. Треугольник напряжений можно расположить на ком
плексной плоскости по-другому. При этом полностью изменятся все рас
четы и векторная диаграмма токов и напряжений будет иметь другой вид.

Пусть вектор напряжения между фазами А и В совпадает с поло
жительным направлением оси действительных чисел. Тогда систему 
фазных напряжений в нагрузке можно записать следующим образом.

и м = Щ - ^  =380 В, 

и к  = (Уф • е пж = 380 ■ е ,т ° В,

(/са = (/ФѴ 120° В, 

и векторная диаграмма будет соответствовать рис. 1.28.



Рис. 1.28. Векторная диаграмма токов к примеру 3

Возможен и другой вариант решения.

Пример 4
Перед расчетом необходимо к исходной схеме добавить соот

ветствующие значения ЭДС трехфазного генератора (рис. 1.29) и пу
тем эквивалентных преобразований свести схему к соединению звез
дой (рис. 1.30).

Рис. 1.29. Электрическая цепь к примеру 4

Рис. 1.30. Электрическая цепь к примеру 4 
с комплексными значениями ЭДС, сопротивления и тока



Решение
Преобразуем получившийся треугольник в новую звезду:

у  _  Z n Z n   7  _  Z 1 2 Z 2 3 _______  7  Z 2 1 Z 1 1 ________

^  Zn + Zn + Zzs5- 6 Z12 + Z13 + Z23?- c Zn + Zi3 + Z23'

Сложив сопротивления звезды с соответствующими сопротив
лениями линий (см. рис. 1.30), получим ZAy ZB, Zc или проводимости 
Y4 = 1/Z ,̂ Yb = l/Zg, Yc = 1/Zc.

Методика расчета несимметричной трехфазной цепи со схемой 
соединения «звезда» может быть сведена к следующим приемам:

1. Определяют напряжение смещения нейтрали

гг _ тт YgU-4 + YbUB + YCÜC 
un — Uo'o-  Ya +Yb +Yc+YN’>

где ÜAi UB, Uc -  фазные напряжения генератора;
Ya, Ye, Yc -  проводимости фаз и нейтрального провода.
2. Вычисляют напряжения на фазах приемника:

Üa=ÜA- Ü N\ Ue=UB- U N; Uc-  Uc-  UN.

3. Определяют токи в фазах и нейтральном проводе по закону Ома:

ІА ~ UaYa; Ів -  £/вУв> Іс -  UCYC\

In = UnYn или In - I a ^  Ів + /с-

Если приемник соединен по схеме «звезда» без нулевого провода 
и известны только линейные напряжения генератора Uab, Übc, Üca, то рас
чет фазных напряжений приемника удобнее определять по формулам

и  _ Ü M -Ye - Ü CA- Yc 

‘ Ya+Ye + Yc ’

TT _ ü * B ‘ Tc - Ü M -Ya 

* '  Ya + Ya+Yc ’
_ ÜCA-Yc - Ü BC-Ye 

С Ya+Ye + Yc



В этом случае геометрическая сумма фазных токов равна 
L  + h  + 1с = 0.

Контрольные вопросы и задания

1. Чем была вызвана необходимость разработки трехфазных це
пей и почему они получили широкое практическое применение?

2. Каковы способы изображения симметричной системы ЭДС 
трехфазного генератора? Укажите соотношения между фазными и ли
нейными напряжениями.

3. В чем преимущества четырехпроводной трехфазной цепи?
4. Какова роль нейтрального провода? Почему в нейтральный 

провод не включают предохранители?
5. Что такое напряжение между нейтралями? Как его определяют?
6. В каких случаях применяют трехпроводные цепи?
7. В чем преимущества приемников, соединенных треугольни

ком? Как определяют фазные и линейные токи?
8. Как определяют напряжения и токи в трехфазном симметрич

ном приемнике при обрыве и коротком замыкании одной из фаз?
9. Как выражаются мгновенная, активная, реактивная и полная 

мощности трехфазных приемников (симметричных и несимметричных)?
10. Как изменится активная мощность симметричного трехфаз

ного приемника при переключении его фаз с треугольника на звезду?
11. Каковы способы повышения коэффициента мощности сим

метричных трехфазных приемников?
12. Какие меры безопасности исключают поражение человека 

электрическим током при эксплуатации трехфазных цепей?



Глава 2. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ НЕСИНУСОИДАЛЬНЫЕ 
ТОКИ В ЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЯХ

2.1. Общие сведения

Синусоидальные колебания являются самой простой формой 
периодического процесса. Однако в цепях электросвязи, электронных 
и полупроводниковых устройств отклонение от синусоидальной фор
мы часто обусловлено самим рабочим процессом устройства. Поэто
му знание элементов теории несинусоидальных периодических токов 
необходимо для понимания принципов действия устройств автомати
ки, электронных приборов и самой различной аппаратуры.

Периодическими несииусоидальными токами и напряжениями на
зывают токи и напряжения, изменяющиеся во времени по периодическо
му несинусоидальному закону. Они возникают при четырех различных 
режимах работы электрических цепей (и при сочетаниях этих режимов):

1) когда источник ЭДС (источник тока) дает несинусоидальную 
ЭДС (несинусоидальный ток), а все элементы цепи -  резистивные, 
индуктивные и емкостные -  являются линейными, т. е. от тока не за
висят;

2) если источник ЭДС (источник тока) дает синусоидальную 
ЭДС (синусоидальный ток), но один или несколько элементов цепи 
нелинейные,

3) когда источник ЭДС (источник тока) дает несинусоидальную 
ЭДС (несинусоидальный ток), а в состав электрической цепи входят 
один или несколько нелинейных элементов;

4) если источник ЭДС (тока) дает постоянную или синусоидаль
ную ЭДС (ток), а один или несколько элементов цепи периодически 
изменяются во времени.

2.2. Способы представления периодических 
несинусоидальных электрических величин

Периодические несинусоидальные величины могут быть пред
ставлены временными диаграммами, тригонометрическим рядом Фу
рье, а также эквивалентными синусоидами.



Первым способом представления периодических несинусои
дальных электрических величин является построение графиков зави
симости их мгновенных значений от времени. На рис. 2.1 изображены 
графики напряжений, используемых в импульсной технике. График 
пилообразного напряжения, получаемого при зарядке и разрядке кон
денсатора, приведен на рис. 2.2. Графики мгновенных значений вели
чин можно наблюдать на экране осциллографа.

Рис. 2.1. Формы импульсов напряжений, 
используемых в импульсной технике: 

а -  треугольная; б -  прямоугольная; в -  трапецеидальная

Рис. 2.2. Временная диаграмма пилообразного напряжения



Вторым способом представления периодических несинусои
дальных электрических величин является аналитическое разложение 
периодических функций в ряд Фурье. Как известно из курса матема
тики, любую периодическую функцию, удовлетворяющую условиям 
Дирихле, можно разложить в тригонометрический ряд Фурье.

Например, периодическая несинусоидальная ЭДС в общем слу
чае может быть представлена следующим рядом:

e{t) = Е0 + Е\т$т(2ш + \|/і) + Е1п$т{2ш  + \|/2) + ... +
+ Еьп$т(кШ + \|/2) = Ео + ех + е2 + ... + ек, (2.1)

г де Ео -  постоянная составляющая;
е\ = 2?imsin(2(of+\|/i) -  первая (основная) гармоническая состав
ляющая, имеющая период Т = 2я/со, равный периоду данной не
синусоидальной ЭДС;

= 2?2«sin(2ö>f+\|/2), • • •, ^r -  £,bJsin(faö/+\|/2) -  высшие гармониче
ские составляющие,
Е\т, Е2т, , ЕЯт -  амплитуды гармонических составляющих; 
ѵ|/і, ѵ|/2, ..., ѵ|/а -  начальные фазы гармонических составляющих. 
Гармонические составляющие для краткости часто называют 

гармониками.
Задачей гармонического анализа является определение коэффи

циентов ряда Фурье. Для несинусоидальных напряжений, наиболее 
часто встречающихся в электротехнике, разложения в ряд можно най
ти в справочниках по математике и электротехнике.

В зависимости от характера реальной кривой Дсо/) тригоно
метрический ряд может не содержать постоянной составляющей, чет
ных или нечетных высших гармоник, а также начальных фаз. Напри
мер, тригонометрические ряды Фурье некоторых несинусоидальных 
напряжений имеют следующий вид:

1) напряжение на нагрузке при однополупериодном выпрямлении:

u(t) = = (1 + fcosürt + |cos2(or + ^cos4a)f + ...);

2) напряжение на нагрузке при двухполупериодном выпрямлении:

, X 2Цпах.. 2 Ä 2 , 2w(0 = — 1 + jCos2 ш  -  y^cos4(o/ + ^COSÖCO/ - . . . ) ;



3) напряжение на нагрузке при трехфазном выпрямлении:

Ъи 2 2 2
и(0 = — + jjcosöco/-  Y43 cosl2cor + j 23 coslSotf-  ...);

4) напряжение треугольной формы:

и(0 = ^ ^ s in c o /  -  9 sin3co/ + ^sin5(o/ -  sin7(o/ + ...) ;

5) напряжение прямоугольной формы:

иЦі) = 4^ ax(smcor -  jsin3o>f + ^ sin5co/ + sinSoo t + ...).

В практических расчетах цепей с несинусоидальными ЭДС, то
ками и напряжениями их мгновенные значения приближенно отобра
жают конечным рядом Фурье (3-7 членов ряда). Число членов ряда 
определяется необходимой точностью расчета.

Характеристика несинусоидальных величин, представленных ря
дом Фурье, может быть осуществлена графически с помощью диаграмм 
амплитудно-частотного (рис. 2.3, а) и фазочастотного (рис. 2.3, б) спек
тров. Данные диаграммы характеризуют форму несинусоидальных 
кривых, причем первая диаграмма показывает спектральный состав 
по амплитудам, т. е. представляет зависимость амплитуд гармоник 
в относительных единицах от частоты, вторая диаграмма выражает 
зависимость начальных фаз гармоник от частоты.

а б

Рис. 2.3. Диаграммы: 
а -  амплитудно-частотного спектра; б -фазочастотного спектра



Периодические несинусоидальные ЭДС, напряжения и токи мо
гут быть представлены также эквивалентными синусоидами, и тогда 
ряд Фурье можно записать в другой форме:

fix) = А0 + Aisin(x + щ) + AiSin(2x + \р2) +... = А0 + Z4*sin(fa + vj/*), (2.2)
i= l

где Ал - амплитуда;
к -  гармоники ряда Фурье. Гармоники, для которых к -  нечетное 
число, называют нечетными; для которых к -  четное число-  
четными.

2.3. Некоторые свойства периодических кривых, 
обладающих симметрией

На рис. 2.4 изображены три кривые, обладающие некоторыми 
специфическими свойствами.

Рис. 2.4. Симметричные кривые: 
а -  относительно оси абсцисс; б -  относительно оси ординат; 

в -  относительно начала координат



Кривая, показанная на рис. 2.4, а, удовлетворяет условию -fix  + я) = 
- fix ) .  Кривые, для которых выполнимо это условие, называют сим
метричными относительно оси абсцисс. Если данную кривую смес
тить по оси X на полпериода и зеркально отразить относительно оси х , 
то полученная кривая совпадет с кривой fix).

При разложении таких кривых в ряд Фурье отсутствуют постоян
ная составляющая и четные гармоники, т. е. равны нулю коэффициенты

А о = л ;= л 2 = л;= а '4'=о.

Поэтому кривые типа кривой, изображенной на рис. 2.4, а, рас
кладывают в ряд

Дх) = A [sin* + А 5 со«  + А з sin3x + А %cos3x + ...

Каждое слагаемое этого ряда удовлетворяет условию -fix  + л) = 
=fix)9 например. -sin(x + л) = sin(x).

Кривая, подобная кривой на рис. 2.4, б, обладает симметрией 
относительно оси ординат и удовлетворяет условию -fi-x) =fix).

Если кривую, лежащую левее оси ординат, зеркально отразить 
относительно оси ординат, то полученная кривая совпадет с кривой, 
лежащей правее оси ординат. При разложении таких кривых в ряд 
Фурье отсутствуют синусные {А[ = А[ = А'г = ...= 0) составляющие, 
т. е. присутствуют лишь косинусные и постоянная составляющие.

Таким образом, кривые типа кривой, показанной на рис. 2.4, б, 
можно разложить в рядДх) = А0 + A "cosx + A^coslx + ^собЗ* + ...

Кривые типа кривой, изображенной на рис. 2.4, в, удовлетворя
ют условию -fi-x) = fix), их называют кривыми, симметричными от
носительно начала координат. Разложение их в ряд Фурье имеет та
кой вид: fix) = A{sinx + А\'sin2x + ̂ 2sin3x...

2.4. Разложение в ряд Фурье кривых 
геометрически правильной и неправильной форм

Встречающиеся в электротехнике периодические кривые можно 
подразделить на две группы:

1) кривые геометрически правильной формы, например трапе
цеидальной, треугольной, прямоугольной и т. п. Разложение их в ряд 
Фурье дано в таблице, где вместо х записано со/;



2) кривые произвольной (геометрически неправильной) формы. 
Чаще всего они заданы в виде графика. Разложение их в ряд Фурье 
производят графически (графоаналитически).

Графический метод определения гармоник ряда Фурье основан 
на замене определенного интеграла суммой конечного числа слагае
мых. С этой целью период функции /х ) ,  равный 2л, разбивают на п 
равных частей и интегралы заменяют суммами.

По определению постоянная составляющая равна

или

 ̂р-1

где р  -  текущий индекс, принимающий значения от 1 до и;
f p(x) -  значение функции fix) при х -  (р - 0,5)Дх, т е. в середине 
р-го интервала.

Разложения в ряд Фурье геометрических кривых правильной формы

Форма
импульса Ряд Фурье

1 2

. 2я .
1 1 \  /С О /  

CL ' СП---- /

/со/) -  “^(sinasinG)/ + ^sin3asin3o)/ + ̂ sin5asin5io/ + ...)

Рт\Л 2 Л

Ч / -

/со/) = ̂ '(sinco / -  ̂ sin3co/ + ̂ sin5co/ -  ̂ sin7co/ + ...)

2л
/со/) = ” r(sincü/ + ̂ sin3co/ + ̂ sin5co/ ++ ̂ sin7co/ +...)

ат Г Л

со/

С*т Л 2л
_ 4 4am/ .ал 1 . Зал „ 1 . 5ал 

/со/) -  “^(sirrycosco/ + ̂ sirr*̂ ~cos3(o/ + ̂ surycos5cü/ +...)
ал



1 2

^  п (гп
_ ч 2ат\  л 1 Л 1 

д©/) -  + 4COS(0t + 1 . 3Cos2ö)f -  2 ;"̂ cos4cot +

+ y 7^cos6ö)/~...)\  /

2л
Л©/) = ~ ^ 2  + YT3COS2©/ -  jt^cos4©7 + jTyCos6©7 - . . . )

А я А ш

1 ,2/Зтг, .  . Зл/ЗоЛ 1 , 1 , 1 ,A©0 -  я (2 + 2 . 4‘cos3©/-5 ; 7Cos6©*+g . jqCOSö©/- ...)
1 « »тгі » И' ' / Я\/ V

1._____ _ 'Ѵ_X
_ v 3ат,Л 2cos6©/ 2cosl2©/ 2cosl8©f 

m -  , ( ‘ + 5 7  -  1113  * 17 19 - • >
fv \ I I  11 It і ш
'  V V А Л / V V

Амплитуда синусной составляющей кгй гармоники ряда

К  = - \ f{ x )s \n k x d x « ^ ~ Y ^ fр(х)— sin кх, 
п 0 2п п

или

A'k = - ± f p(x)smpb ,  (2.4)
и

амплитуда косинусной составляющей к-й гармоники

4" = - X /p « c o s „ f c t ,  (2.5)
И р=1

где siripkx и cospAx -  соответственно значения функций sinAx и cosAx 
при X = (р -  0,5)Дх, т. е. в середине р -го интервала.
При расчетах по (2.3)-(2.5) обычно достаточно разделить период 

на п = 24 или /7=18 частей, а в некоторых случаях и на меньшее число 
частей. Перед тем как производить графическое разложение в ряд, не-
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обходимо выяснить, не обладает ли раскладываемая функция симмет
рией относительно осей координат. Наличие того или иного вида сим
метрии позволяет до проведения сложения предсказать, какие гармо
ники следует ожидать. Так, если криваяX*) симметрична относительно 
оси абсцисс, то постоянная составляющая А0 и все четные гармоники 
отсутствуют. Значит, вычисляя А'ки А"к при нечетных к, следует учесть, 
что lLfp(x)smpkx за первый и второй полупериоды равны.

Знак углов у* в формуле (2.2) зависит от знаков А'к и А к. При по
строении гармоник на общем графике необходимо учитывать, что 
масштаб по оси абсцисс для А-й гармоники должен быть взят в к раз 
большим, чем для первой гармоники. Так, например, если некогорый 
отрезок на оси абсцисс для первой гармоники выражает собой угол 
я/3, то тот же отрезок для третьей гармоники выражает собой угол, 
в 3 раза больший, т. е. 3(я/3) = я.

Пример 1
Найти первую и третью гармоники функции X*), изображенной 

на рис. 2 5, а. Значения ординат функции fix) за первый полупериод 
при разбивке периода на п = 24 части следующие

р  1 2 3 4 5 6 7 8 9  10 11 12
fp(x) 1 11 13,5 15,4 17,4 20,5 25,4 32,5 27,7 19,2 10 5

а б

Рис. 2.5. Нелинейные функции: 
а -  общий вид; б- с гармоническим рядом

Решение
Так как кривая симметрична относительно оси абсцисс, то А = 0 

и кривая будет состоять только из нечетных гармоник.



Амплитуда синусной составляющей первой гармоники

1 24

А  =  “ Z / p  W s i n p * = - T , f P(x)sinp X.
п р=1 п р=1

[7 sin 730 +11sin 22°30 +13,5 sin3730 + 
+15,4sin52°30 +17,4 sin 67°30 +20,5sin82°30' + 
+25,4 sin 97°30 + 32,5 sin 112°30 + 27,7 sin 127°30 + 
+19,2sinl42°30 +10sinl57°30 +5sinl72°30

«25,3.

Амплитуда косинусной составляющей первой гармоники 

4 '= - Z / , ( * ) c o s ,* * - 5 ,2 3 .
И р=\

Амплитуда синусной составляющей третьей гармоники 

A  = ^ t f M ) s m p3 x ^ 3 A l .

№ р= 1

Амплитуда косинусной составляющей третьей гармоники

А  = 7 E / p W cosp Здс« 5,1.о Р=1

Амплитуда первой гармоники А\ + (Л")2 = 25,9. Тангенс
угла \р 1, на который начало первой гармоники смещено относительно на
чала кривой/*), равен tg\|/i = А"/А{ = -5,23/25,3 = -0,206; уі = - 1 1°40'.

Амплитуда третьей гармоники Аз = лД.А3')2 + (А^)2 = 6; tgvj/з= A"JA[ = 
= 1,47; \рз = 11о40\

Следовательно, если ограничиться третьей гармоникой, то

/а>/) = 25,9sin(cü/- 11°40’) + 6sin(3co/ + 55°50‘).

На рис. 2.5, б изображены первая и третья гармоники получен
ного ряда, а также результирующая (суммарная) кривая. Ее можно 
сопоставить с кривой, показанной на рис. 2.5, а .



Для характеристики формы периодических кривых используют 
коэффициенты амплитуды, формы, искажения.

Коэффициент амплитуды равен отношению максимального зна
чения электрической величины, например напряжения {Утах, к дейст
вующему напряжению ид: К  = Umax/Ua.

Для синусоидальных напряжений, ЭДС и токов коэффициент 
амплитуды равен

Аі  = л/2 ~  1,41.

Коэффициент формы равен отношению действующего напря
жения t/д к его среднему по модулю или среднему максимальному за 
половину периода значению:

Аф ~ Uц /  {УСр. мод? Аф — t /д /  t/cpmax- (2-6)

Для синусоидальных величин

Аф =  я  /  2л Д  »  1, 11.

Коэффициент искажения равен отношению действующего на
пряжения основной гармоники к действующему напряжению ІІД:

К = и х/ и д. (2.7)

Коэффициент гармоник кг = л//22 + Д  + ... //і (Аг = 0).
Коэффициент среднего значения АсР = /ср / Іт (АсР = 0).
Коэффициент пульсаций к„ = І\т/ /о-
Коэффициенты Аа, Аф характеризуют форму периодических кри

вых, т. е. их отличие от синусоиды, и используются в силовой элек
тротехнике, радиотехнике и т. д. Коэффициенты Аг и А„ являются по
казателями качества электрической энергии энергосистем. В энерге
тической электронике при оценке результатов преобразования пере
менного синусоидального тока в постоянный используются коэффи
циенты АсР, К.



Под максимальными значениями несинусоидальных ЭДС, токов 
или напряжений подразумевается их наибольшее мгновенное значение.

Под действующими значениями несинусоидальных ЭДС, токов 
и напряжений понимается их среднеквадратичное значение за период. 
Так, действующее значение несинусоидального тока равно

(2.8)

где i(t) = /0 + /|mSin(0)f + V|/i) + /2„sin(2(0f + V2) +■•■ + AmSin(A(Üf + у*).
T T

Интеграл /  i2dt = /  i fd t  для переменных сигналов можно также
о о

представить в виде суммы интегралов четырех типов (по числу со
ставляющих):

/2*mSin2(feü/ + 4?ik)dt = ̂ 2 L = I2k.

Для постоянной составляющей этот интеграл равен квадрату 
действующего значения /* гармонической составляющей тока к-го по- 

1Т
рядка, тогда /0 = f f  /<>hdt = Д .

1 о
Действующее значение периодического несинусоидального тока 

получаем как квадратный корень из суммы действующих значений всех

составляющих: /= л /Д  + Л  + Л  + Л  + ... + Л , или /  = > т е

действующее значение периодического несинусоидального тока равно 
корню квадратному из суммы квадратов постоянной составляющей 
и квадратов действующих значений всех гармонических составляющих. 

Пусть несинусоидальное напряжение выражается рядом

и = Uq + t/iwsin(cof + \|/i) + U2msin(2(üt + 4/2) +

+ UhnSin(k(üt + \|/a) + и„тѣіп(пШ + \|/„). (2.9)



Действующее напряжение определяется соотношением

U2 = f  i f  dt, или и = л  I j f  if(t)dt. (2.10)
о V  о

Действующее напряжение каждой гармоники

и ^ и ^ / ф .

После интегрирования (2.9) выражение (2.10) приобретает вид

l ß = l ß 0+ lß l + lß1+ (2.11)

И

U = ^ lfo  + Lfi + Ul2+Ul3+ ■■■ + U \. (2.12)

Таким образом, действующее напряжение равно корню квадрат
ному из суммы квадратов постоянной составляющей и действующих 
напряжений всех гармонических составляющих.

Различают три средних значения электрических величин: сред
нее арифметическое, среднее по модулю за период и среднее макси
мальное за половину периода.

Среднее арифметическое значение несинусоидального напря
жения равно его постоянной составляющей:

Ucp = j iu d t= U 0.
1 о

Среднее по модулю значение равно среднему арифметическому 
значению несинусоидального напряжения или больше его:

1Т
с̂р.мод — Т$ \u\dt ^  С/ср.

1 о

Среднее максимальное за половину периода значение несину
соидального напряжения равно

2 Л + 772
С/ср шах ~ т f  udt.

1 о



Поскольку среднее значение за половину периода зависит от 
выбранного интервала и в частном случае может равняться нулю, ин
тервал t\ -г t\ + 772 выбирают так, чтобы интеграл был максимальным.

Нетрудно показать, что для синусоидального напряжения сред
нее максимальное за половину периода и среднее по модулю значе
ния за период равны:

2 772 2 
^ср max ^ср.мод у

Аналогичные выражения могут быть записаны для средних зна
чений ЭДС и тока.

2.7. Мощность периодического несинусоидального тока

Выражение мгновенной мощности р  = иі справедливо для токов 
и напряжений с любой формой кривой. Активная мощность любого 
периодического тока по определению равна среднему за период зна
чению мгновенной мощности:

j!fpd t = \!fuidt. (2.13)
О О

После подстановки в (2.13) напряжения и тока в виде рядов Фу
рье активная мощность будет представлена суммой интегралов:

1т
ffUbnSmikat + y ^ I^ s m ik a t + y ik)dt = f/*/*cos<p*,

О
P  =  W o  +  t/i/iCOS<Pi +  ... +  W*COS(pA,

где Uк, h  -  действующие значения напряжения и тока к-й гармоники;
<р* -  угол сдвига фаз между напряжением и током Л-й гармоники:
ф* = фА«-фЬ.
Следовательно, активная мощность периодического несинусои

дального тока равна сумме активных мощностей всех гармонических 
составляющих и мощности постоянных составляющих напряжения 
и тока (мощности постоянного тока):

P = U0I0 + ' £ U kIkcosq>k.
к=\



Реактивной мощностью периодических несинусоидальных то
ков можно условно считать величину

А=1

Полная мощность (модуль) периодического несинусоидального 
тока определяется также условно:

S=U I>sJPr +Qi.

Отношение активной мощности к полной, так же как и в элек
трических цепях синусоидального тока, называется коэффициентом 
мощности. X = P/S.

По аналогии с цепями синусоидального тока часто коэффици
ент мощности принимают равным cos(p3K. Угол фэк в этом случае рас
сматривают как угол сдвига фаз между эквивалентными синусои
дальными напряжением и током. Условием эквивалентности сину
соидальных и несинусоидальных токов и напряжений является неиз
менность коэффициента мощности и действующих напряжений и то
ков при переходе от несинусоидальных к эквивалентным синусои
дальным величинам.

2.8. Анализ линейных электрических цепей 
при несинусоидальном напряжении источника питания

Известно, что к линейным электрическим цепям применим ме
тод наложения. В соответствии с этим запись периодического несину
соидального напряжения источника энергии в виде ряда Фурье дает 
возможность представить его несколькими последовательно соеди
ненными и одновременно действующими источниками ЭДС или на
пряжений и осуществлять анализ электрического состояния цепей на 
основе метода наложения.

Если на входе какой-либо цепи (рис. 2.6, а) включен источник 
несинусоидальной ЭДС

e(t) = Е0 + JE'î sinco/ + E2ms\n2(£>t = Е0 + е і + е2,



то режим цепи не изменится, если источник e(t) заменить тремя источ
никами ЭДС £о, еі и в2, соединенными последовательно (рис. 2.6, б).

L i R

( Т и о
UR

R'

Рис. 2.6. Электрические цепи: 
а -  с источником несинусоидальной ЭДС, б- с последовательным соединением

трех источников ЭДС

Графическое распределение гармоник ЭДС источника представ
лено на рис. 2.7.

Рис. 2.7. Временная диаграмма гармоник ЭДС источников

При неизменных параметрах R, L и С можно применить прин
цип суперпозиции и вычислить токи и напряжения на участках цепи 
от независимого действия каждой из ЭДС в соответствии со схема
ми, приведенными на рис. 2.8. В схеме, показанной на рис. 2.8, а, на
пряжение и ток от действия постоянной составляющей ЭДС Eq опре
деляют так же, как при расчете цепей постоянного тока. В схемах, 
изображенных на рис. 2 .8, б, в, токи и напряжения от действия каж
дой гармоники ЭДС определяют, как при расчете цепей синусои
дального тока.

Для определения мгновенных значений токов и напряжений 
нужно алгебраически суммировать найденные при расчетах цепей по
стоянные и все гармонические составляющие. Так, для рассматривае-



мой цепи ток I в резисторе с сопротивлением R и напряжение Ur со
ответственно равны:

і = Іо + іі + І2, (2.14)

Ur = UoR + U\r + UlR.

IR

Uor

?oCD R ‘

L<a _Д. R
^ -------n z j — I

UlR
R'

. . .  ...
II 9h

2L<a A  R

ei Ф
UlR

R ' С 2(0

Рис. 2.8. Схемы замещения цепи, показанной на рис. 2.6: 
а -  для постоянной составляющей; б -  для первой гармоники ЭДС источника; 

в -  для второй гармоники ЭДС источника

Постоянные составляющие тока и напряжения на указанном ре
зисторе определяются выражениями /0 = E<J(R' + R) и Uor + E0r/(R' + R).

При расчете гармонических составляющих необходимо иметь 
в виду, что сопротивления индуктивных и емкостных элементов за
висят от частоты, т. е. от порядкового номера гармоники.

XkL = Lktö, Xkc + l/(CÄco).



Графики зависимости сопротивлений этих элементов от часто
ты, т. е. их частотные характеристики, приведены на рис. 2.9.

Рис. 2.9. Частотные характеристики элементов: 
а -  индуктивного; б -  емкостного

Расчет гармонических составляющих токов и напряжений можно 
производить комплексным методом с помощью комплексных чисел.

Так, комплексные сопротивления рассматриваемой цепи запи
сываются в виде:

• для первой гармоники:

• для второй гармоники:

Zi = R +./12(0 + = V *

Комплексные амплитуды первой и второй гармоник тока в рези
сторе R определяются выражениями:

1\т - E\JZ\ =

В соответствии с (2.14) искомый ток в резисторе R равен 

I =  / 0 +  -  ф і)  +  / ^ i n ß C D f  -  Ф2).

Остальные токи в рассматриваемой цепи и напряжения на ее 
элементах определяют аналогично.



2.9. Влияние резистивного, индуктивного и емкостного 
элементов цепи на форму кривой тока

2.9.1. Резонансные явления
Если в электрических цепях несинусоидальное напряжение и(/) 

содержит основную и высшие гармонические составляющие, при ре
зистивной нагрузке токи всех гармоник совпадают по фазе с соответ
ствующими гармониками напряжений и форма кривой несинусои
дального тока аналогична форме кривой напряжения u(t).

Поскольку с ростом частоты сопротивление индуктивного эле
мента увеличивается, а емкостного уменьшается, в электрической це
пи может возникнуть резонанс напряжений либо для первой, либо для 
одной из высших гармоник. Условие возникновения резонанса напря

жений для некоторой А-й гармоники имеет вид АсоL =

Тогда действующий ток этой гармоники равен

Следовательно, в цепи имеет место резонанс напряжений для 
А-й гармоники, которая в зависимости от сопротивления будет более 
или менее резко выражена в кривой тока.

При параллельном соединении ветвей с индуктивной катушкой 
и конденсатором возможен резонанс токов для некоторой А-й гармо
ники. Это произойдет при условии = Ьи, т. е. при равенстве реак
тивных проводимостей первой и второй ветвей для А-й гармоники.

При возникновении резонансного и близкого к нему режима на 
какой-либо высшей гармонике токи и (или) напряжения этой гармо
ники могут оказаться большими, чем токи и напряжения первой гар
моники на этих участках цепи, несмотря на то что амплитуда соответ
ствующей высшей гармоники ЭДС на входе схемы может быть 
в несколько раз меньше амплитуды первой гармоники ЭДС.

2.9.2. Величины, которые измеряют амперметры и вольтметры 
при несинусоидальных токах

Несинусоидальные токи и напряжения измеряют приборами раз
личных систем. Принципы действия этих приборов рассматривают



в курсе электрических измерений, поэтому здесь упомянем лишь, ка
кие величины измеряют вольтметры и амперметры различных систем. 
Приборы электромагнитной, электродинамической и тепловой систем 
реагируют на действующее значение, магнитоэлектрические приборы 
с выпрямителем -  на среднее по модулю значение величины, магни
тоэлектрические приборы без выпрямителя -  на постоянную состав
ляющую, амплитудные электронные вольтметры -  на максимальное 
значение функции. На лицевой стороне измерительного прибора все
гда имеется условный значок, свидетельствующий о том, к какой сис
теме относится данный прибор (рис. 2.10).

а б в г д е ж з

а  4  S +  ©  Y  т  Q
Рис. 2.10. Условные обозначения схем приборов: 

а -  магнитоэлектрическая с подвижной рамкой; б -  магнитоэлектрическая 
с подвижным магнитом; в -  электромагнитная; г -  электродинамическая; 

д -  ферродинамическая; е -  галловая; ж -  электростатическая; 
з -  магнитоэлектрическая с выпрямителем

2.9.3. Особенности работы трехфазных систем, 
вызываемых гармониками, кратными трем

ЭДС каждой фазы трехфазного трансформатора или трехфазного 
генератора часто оказывается несинусоидальной. Каждая ЭДС (еа, еъ, ес) 
повторяет по форме остальные со сдвигом на одну треть периода (Г/3) 
и может быть разложена на гармоники (рис. 2.11). Постоянная состав
ляющая обычно отсутствует. Пусть А-я гармоника ЭДС фазы А

eka = Ekmsin(R(üt+yk).

Так как ЭДС фазы В (рис. 2.11,6) отстает от ЭДС фазыЛІ (рис. 2.11, а) 
на Г/3, а ЭДС фазы С (рис. 2.11, в) опережает ЭДС фазы А на Г/3, то ЭДС 
А-й гармоники фаз В и С  соответственно находится по формулам:

Г
екв = £*mSin(ÄG)(/ -  3) + Ф*) = Е ьр и ф м  -  120°А + <р*);

вкс = EbnSinikcüt + 120°А + ф*);

* ^  ,2лГ ,2л ._ЛО,АсоГз = I c j ^  = Ay- = 120° A.



Если к = 1,4, 7, 10, то А-я гармоника ЭДС фазы В отстает на 120° 
от' к-й гармоники ЭДС фазы А. Следовательно, 1,4, 7, 10-я гармоники 
образуют систему прямой последовательности фаз.

Если к -  2, 5, 8, 11, то к-я гармоника ЭДС фазы В опережает к-ю 
гармонику ЭДС фазы А на 120°. Следовательно, 2, 5, 8, 11-я гармони
ки образуют систему обратной последовательности фаз.

\ У 2п ыі

Рис. 2.11. Графическое разложение несинусоидальной ЭДС на гармоники: 
а -  фаза Л, б -  фаза В, в- фаза С

Гармоники, кратные трем (к= 3, 6, 9,...),  образуют систему ну
левой последовательности, т. е. третьи гармоники ЭДС всех трех фаз 
совпадают’ по фазе (3 • 120° = 360°); еы = еъв -  £зс = £зт8Іп(Зсо* + Фз). 
Шестые гармоники ЭДС также совпадают по фазе и т. д.

2.10. Анализ и расчет линейных электрических цепей 
при несинусоидальном напряжении источника питания

Запись периодического несинусоидального напряжения источ
ника энергии в виде ряда Фурье дает возможность представить его 
несколькими последовательно соединенными и одновременно дейст
вующими источниками ЭДС или напряжений и осуществлять анализ 
электрического состояния цепей на основе метода наложения.



Мгновенное значение тока в любой ветви линейной электричес
кой цепи, согласно принципу наложения, равно сумме мгновенных 
значений токов в этой ветви, возникших под действием постоянных 
и гармонических составляющих напряжений источников электриче
ской энергии. Постоянную и гармонические составляющие тока вы
числяют по законам линейных электрических цепей соответственно 
постоянного и переменного тока.

При расчете токов в ветвях и падений напряжений на участках 
цепи, возникших от действия постоянной составляющей напряжения, 
необходимо иметь в виду, что постоянный ток через конденсатор С не 
проходит (емкостное сопротивление 1 /юс = 1/0 • с = оо), а падение на
пряжения на зажимах индуктивности L при постоянном токе равно 
нулю (индуктивное сопротивление ©I = 0, L = 0).

При расчете токов и падений напряжений, возникших от действия 
гармонических составляющих напряжения, можно считать, что актив
ное сопротивление г резистора не зависит от частоты, а индуктивное 
сопротивление кыЬ и емкостное сопротивление 1/Асос соответственно 
растет и убывает пропорционально номеру к-й гармоники (рис. 2.12).

Рис. 2.12. Частотные характеристики индуктивного и емкостного
элементов

При расчете высших гармоник необходимо производить пере
расчет значений хі и хс, так как они зависят от частоты: xLk -  каьЬ, 
Х с к =  1/ÄcoC.

Расчет периодических несинусоидальных токов и напряжений 
обычно производится комплексным методом. Однако использовать 
этот метод и строить векторные диаграммы можно только для каждой 
гармоники в отдельности, так как для различных гармоник частоты 
вращения векторов различны.



При определении гармонических составляющих токов и паде
ний напряжений надо знать их амплитуды и начальные фазы. Поэто
му при расчете токов вычисляют комплексные амплитуды этих со
ставляющих, содержащие модули амплитуд и начальные фазы.

2.10.1. Представление линейных электрических цепей 
при несинусоидальном напряжении источника питания

В качестве примера анализа рассмотрим электрическую цепь, изо
браженную на рис. 2.13, а, в которой источник с несинусоидалыюй ЭДС 
можно представить в виде трех составляющих: e{t) = Е0 + J^smcD/ + 
+ ЕпаѣтІШ. К цепи подключены последовательно резистивный, ин
дуктивный и емкостный элементы.

а б в

Рис. 2.13. Электрическая цепь: 
а -  с источником несинусоидальной ЭДС; б -  схема замещения, 

в -  схема замещения с одной ЭДС

С учетом вышесказанного в рассматриваемой электрической 
цепи ЭДС e(t) может быть представлена тремя ЭДС (рис. 2.13, б). Гра
фики E0(t), а также е \(/) и е2(О изображены на рис. 2.7. В соответствии 
с методом наложения данная электрическая цепь рассчитывается как 
цепь, в которой действуют три независимые ЭДС. При этом опреде
ление тока и напряжений от ЭДС Е0 осуществляется так же, как при

е\ = £ wisinco/

€2 = /w sin2o>/



расчете цепей постоянного тока, а от ЭДС е\ и е2-  как при расчете 
цепей синусоидального тока от одной ЭДС (рис. 2 .13, в).

2.10.2. Расчет линейных электрических цепей 
при периодических несинусоидальных напряжениях и токах

Пример 2
К электрической цепи (рис. 2.14) приложено напряжение и(Ш), 

диаграмма которого изображена на рис. 2.15, с частотой первой гар
моники / =  50 Гц. Параметры цепи: г = 15 Ом, L = 60 мГн, С = 80 мкФ.

Рис. 2.14. Электрическая цепь с несинусоидальным напряжением

Рис. 2.15. Диаграмма несинусоидального напряжения

Определить мгновенное значение тока / в цепи; действующие 
значения приложенного к цепи напряжения U и тока /; активную 
мощность Р, потребляемую цепью, реактивную Q и полную S  мощно
сти, мощность искажения Т и коэффициент мощности X; показание 
вольтметра Uv электромагнитной системы, подключенного на зажимы 
конденсатора.



Р еш ение
Предварительно разложим в тригонометрический ряд Фурье за

данную периодическую несинусоидальную функцию напряжения и(Ш) 
либо возьмем данные (с учетом рисунка) из справочника. В результа
те разложения получим

U =31 ,5sin(üU -16°) + 8,66sin(3w/ + 88°) + 2,58sin(5co/ + 170°) =

В анализируемой электрической цепи постоянная составляющая 
ЭДС Ео отсутствует, и даже при ее наличии она не вызывает устано
вившегося тока, так как сопротивление емкостного элемента при по
стоянном токе равно оо.

Расчет постоянной составляющей тока Iß)
Поскольку кривая приложенного напряжения м((о/) не содержит 

постоянной составляющей, то и постоянной составляющей тока /<о> 
также нет.

Расчет для первой гармоники
Определим комплексные сопротивления току первой гармоники:

R = 15 Ом; Хт  = j(üL = fin fL  = >3 14 • 60 • 10' 3 = >18,84 Ом;

= ~ -d  = -J 314“' 80 - 10 6 = ->39’8 0m;

2и«пи = r+  >(©/.- ̂ ) =  15+>(18,84-39,8)= 15 -./20,96 = 25,774e‘-'54°25' Ом;

Ф(і) = arccos|> \Z\ = - \ j s  + ((üL -

Определим комплексную амплитуду тока первой гармоники, 
выразив U\ через комплекс U ^)  = 31,5^16° В:

j  _  Ы М П  __ ->38°25’ д

/и(1) 2„enH 25,774е'7 Х’122е А

Проведем проверку по второму закону Кирхгофа для первой 
гармоники:

Ци(1) — £Лт(1) + +Ц:т(1) “  г т̂{\) +



Подставив вычисленные значения комплексных сопротивлений 
и тока, получим

!/«(,) = 31,438ет,15°38 ~ 31,5e~J16° В.

Расчет для третьей гармоники
Определим комплексные сопротивления току третьей гармоники: 

г = 150 Ом; Хдз) = >ЗсоL = >3 • 18,84 = >56,52 Ом;

1 39 8
Хс0) = - /^ с  = - г Т  = - № 6 1 0 м >

2цеіш,з) = Г+j(diL -  з ^ )  = 15 +7(56,52 -  13,267) =

= 15 + >43,253 = >45,78е'70'52' Ом.

Определим комплексную амплитуду тока третьей гармоники:

/ = МтШ ß?66gf8 Ä<V17°08' А
w(3) 2Цеаи(3)_ 45,78^05Г ° ’18Ѵ А-

Проведем проверку по второму закону Кирхгофа для третьей 
гармоники:

Л̂я(З) = Л̂ти(3) + С4т(3) +£/ст(3) = ^т(З) +>3(dL/w(3) ~Г$^МЪ)

Подставив вычисленные значения комплексных сопротивлений 
и тока, получим

t/w(3) = 8,6e'87e53, « 8,6e'880 B.

Расчет для пятой гармоники
Определим комплексные сопротивления току пятой гармоники: 

Я = 15 Ом; Хд5) = jSmL = >5 • 18,84 = >94,2 Ом;

Ѣитя -  г  +Д5о>1 -  j j j )  -  15 +7(94,2 -  7,96) ->15 +7*6,24 -

= 87,535е'80°08 Ом.



Определим комплексную амплитуду тока пятой гармоники: 

, 2,58е'|70°
/т<5)= l i w = в й з з ? ’* '™ ’= °>029е А

Проведем проверку по второму закону Кирхгофа для пятой гар
моники:

Um(5) = Urm(5) + Üurtß) +Ucm(5) = Д̂»(5) +j5CöL/w(5)

Подставив вычисленные значения комплексных сопротивлений 
и тока, получим

£/щ(5) = 2,53Ѵ і70° « 2,54^'Ж в.

Мгновенное значение тока в цепи находим как сумму мгновен
ных значений токов отдельных гармоник:

і = і(1) + 1(3) + і( 5) = /m(l)Sin(Wf + \|/(1)) + /m(3)Sin(30)/ + y#3)) +

+ /„^5)Sin(5ü)/ + y,(5)) = 1,222sin(o)/ + 38°25f) + 0,189sin(3(o/+ 17°08') +

+ 0,029sin(5<M+ 89°52')

Определим действующее значение U приложенного к цепи на
пряжения. Предварительно вычислим величины напряжений дейст
вующих значений отдельных гармоник:

І/{1)= І/чоЛ/г = 31,5Л/2 = 22,274 В;

f/p, = £/„(з/л/2 = 8,66/ ф  = 6,124 В;

£/(5) = I W \ / 2  = 2,58/л/2 -  1,824 В.

Тогда

С/= л/22,2742 + 6,12? + 1,8242 = 23,172 В.



Определим действующее значение тока в цепи, для этого предва
рительно найдем действующие значения токов отдельных гармоник:

/0) = /к ./лД  = 1,222/лД = 0,864 А;

/ (з) = W v / 2 = 0,189/лД = 0,134 А;

/(5) = = 0,029/лД -  0,021 А.

Тогда

/ = л/0,8642 + 0,134z + 0,0295 = 0,874 А.

Определим активную Р, реактивную Q и полную S  мощности, 
мощность искажения Т и коэффициент мощности X согласно формулам.

Предварительно определим углы сдвига фаз <р<*), соэфда, sirups 
активные Р ^ , реактивные ß<*) мощности отдельных гармоник.

Углы сдвига фаз <р(і), <р(з) и ф(5) известны из вычисленных ком
плексов сопротивлений Z4eni)(i), 2цСІШ(3), Zacnu(5), а именно: <р(і) = -54° 25', 
Ф(3)=-70о52', ф(5)=-80°08'. Следовательно, cos<P(i)=0,5819, sin<p(i)=—0,8133, 
cos9(3) = 0,3277, süwpy) = 0,9447, cos<p(5) = 0,1713 и sin<p(5) = 0,9852.

Активные и реактивные мощности отдельных гармоник составляют:

Р(і) = !/(,/(i)COS<P(i) = 22,274 • 0,864 • 0,5819 = 11,199 Вт;

Р(з) = U(3)/(3)COS<p(3) = 6,124 • 0,134 • 0,3277 = 0,269 Вт;

Р(5) = C/(5)/(5)Cos<p(5) = 1,824 • 0,021 • 0,1731 = 0,007 Вт;

0 (1) = t/(i)/(i)Sin<p(i) = 22,274 • 0,864 • (-0,8133) = -15,652 вар; 

ß(3) = C/(3/(3)Sin<p(3) = 6,124 • 0,134 • 0,9447 = 0,775 вар; 

ß(5)= I/(j)/(5)SiiMp(5)= 1,824 • 0,021 • 0,9852 — 0,038 вар.

Активная мощность, потребляемая цепью, равна 

Р = Р(о + Р(з) + Р(5) = 11,199 + 0,269 + 0,007 = 11,475 я  11,5 Вт.



Проведем проверку Мощность потерь Рг определим по закону 
Джоуля-Ленца:

Рг = Рнп + р ч?) + Рн5) = п \  1) + гі1 (3) + г / ,5) = 15 • 0,8622 +■ 15 • 0Д342 +
+ 15 • 0,0212 = 11,197 + 0,269 + 0,007 = 11,473 я  11,5.

Реактивная мощность составляет 

6  = 6 (і) + йз) + 6 (5) = -15,652 + 0,775 + 0,038 + (-14,839) * 14,8 вар.

Проведем проверку:

6  = 6(1) + 6(3) + 6(5) = (top- l/toc^d) + (ЗшІ -  l/3coc)/(3)-t- (5(ЙІ -  1/510 (̂5).

Подставив вычисленные значения комплексных сопротивлений 
и тока, получим

Q = -14,832 »-14,8 вар.

Знак «минус» у реактивной мощности для первой гармоники 2(і) 
объясняется тем, что емкостное сопротивление Х ^)  = 1/юс = 39,8 Ом 
преобладает над индуктивным сопротивлением^!) = ю і = 18,84 Ом.

Полная мощность равна S  = С// = 23,172 • 0,874 = 20,252 ~ 20,3 ВА.
Мощность искажения составляет

Г= Ѵ ^ - ^ - б 2 = л/20,2522-  11,457г-  14,8392 = 7,634 я  7,6.

Коэффициент мощности равен

X = Р/S = 11,475 / 20,252 = 0,576.

Показания вольтметра, подключенного к зажимам емкости С, 
соответствуют действующему значению напряжения на ее зажимах:

и с = ^ u \ (l)+ lho)+  іТфь

- 1- /rr Ucmfn © c lc”<" 39,8-1,222 
^c(D = T R  = ,R  = . R = 34,39B;



_ L  j
Зшс аи(3) 13,267 0,189

л/2 “  л/2 "  л/2 - ^ 773B>

_ L  г
5cüc_”,(S) _ 7г96:  0,029 _

^ 3)~ л/2 ”  л/2 "  л/2 - ° ’163В-

Тогда

t/c = л / З ^ + и Т З '  + ОДбЗ2 = 34,436 В.

Следовательно, вольтметр покажет напряжение (/к ~ 34,4 В.

Контрольные вопросы и задания

1. В каких случаях следует ожидать возникновения несинусои
дальных токов и напряжений в электрических цепях?

2. Какие виды симметрии несинусоидальных кривых Вы знаете 
и как они сказываются на гармоническом составе?

3. Изложите основные положения, на которых основывается ме
тодика расчета линейных цепей при периодических несинусоидаль
ных воздействиях.

4. Охарактеризуйте физический смысл действующего значения 
несинусоидального тока.

5. Всегда ли самым коротким расчетным путем при определении 
действующего значения несинусоидального тока является нахожде
ние его по гармоническому составу?

6. Почему нельзя складывать действующие значения различных 
частот?

7. При каких ограничениях несинусоидальные токи и напряже
ния приближенно могут быть заменены эквивалентными синусои
дальными?



Данное пособие предназначено для изучения раздела «Сложные 
электрические сигналы» дисциплины «Теоретические основы электро
техники» студентами вузов, осуществляющих подготовку педагогов 
и инженеров по электротехническим направлениям. Пособие может 
быть также использовано в целях углубленного изучения дисциплин 
«Электротехника и электроника» и «Электрические цепи и сигналы».

В пособии представлены основные сведения о сложных сигна
лах, наблюдаемых в трехфазных цепях и в цепях с несинусоидаль
ными сигналами; о типах соединения элементов в цепях трехфазного 
тока; даны примеры расчета цепей трехфазного переменного тока 
и графические изображения напряжений и токов для разных схем 
включения; рассмотрены способы представления и комплексный ме
тод расчета цепей при возбуждении периодическими сигналами неси
нусоидальной формы.

Данное пособие служит теоретической базой при изучении спе
циальных дисциплин электротехнического направления.
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