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Аннотация. На координатной плоскости 
виртуальной лаборатории «1С: 

Планиметрия» рассматриваются аффинные 
преобразования: сдвиг (параллельный перенос), 
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Abstract. The article considers affine 
transformations — translation/shearing, rotation, 
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and skew (compression/stretching) made in the 
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Аффинным преобразованием называется 
взаимно однозначное отображение одного мно-
жества в другое, когда единственному элементу 
исходного множества соответствует единствен-
ный элемент итогового множества, и наоборот. 
Аффинным преобразованиям могут подвер-
гаться как алгебраические, так и геометрические 
объекты, причем с помощью последних можно 
удачно проиллюстрировать различные типы 
аффинных преобразований через свойства гео-
метрических фигур на плоскости или тел в про-

странстве, когда неизменными остаются либо 
все элементы, либо часть из них [1].

Виды аффинных преобразований в  геоме-
трии состоят из трех основных групп: группы 
движений, группы подобий и  группы искаже-
ний, которые объединяются общим свойством 
сохранять виды фигур, тел и их элементов. Это 
означает, что в евклидовом пространстве точка 
не может преобразоваться, например, в  пря-
мую или плоскость, окружность  — в  прямоу-
гольник, а угол — в пару параллельных прямых. 
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Однако в  группе искажений отображения гео-
метрических фигур по типу «параллелограмм — 
ромб, прямоугольник или квадрат», «эллипс — 
окружность» или изменение вида треугольника 
(например, из произвольного в  равнобедрен-
ный, равносторонний или прямоугольный) до-
пускаются.

В  группе движений неизменными остаются 
вид, размеры фигур и  элементов, а  их положе-
ние относительно исходных объектов изменя-
ется. К группе движений относятся, например, 
параллельный перенос, осевая симметрия и по-
ворот объекта.

В  группе подобий в  результате преобразо-
ваний по типу гомотетии (преобразований по-
добия относительно центра), происходящих 
с  фиксированным коэффициентом гомотетии 
(коэффициентом подобия), сохраняются равен-
ства внутренних и внешних углов фигур, взаим-
ная параллельность или перпендикулярность 
прямых и  отрезков, пропорциональных соот-
ношений между углами, длинами, площадями 
и объемами; а изменяются только размеры объ-
ектов в соответствии с коэффициентом гомоте-
тии и их положение по длине лучей гомотетии 
относительно исходных элементов в  направ-
лении преобразования. Когда преобразование 
подобия происходит не по типу гомотетии, т. е. 
в  отсутствие центра преобразования, то при 
сохранении коэффициента подобия возможны 
дополнительные повороты фигур и  элементов, 
а также их произвольное расположение на пло-
скости согласно выбранным траекториям дви-
жения.

Группа искажений (сжатий/растяжений), 
или аффинное искажение, работает преимуще-
ственно с  фигурами: неизменными остаются 
вид фигуры и  взаимное положение ее элемен-
тов, т.  е. сохраняются самые общие свойства 
фигур и  элементов, а  некоторые их величины 
синхронно меняются либо в соответствии с ко-
эффициентами искажения, либо произвольным 
образом.

С  помощью метода аффинных преобразо-
ваний можно значительно упростить решение 
тех геометрических задач, для которых искомые 
величины, численные соотношения или каче-
ственные отношения между элементами задачи 
остаются либо неизменными, либо изменяются 
в соответствии с определенными законами или 

правилами. Это означает, что аффинные преоб-
разования целесообразны тогда, когда в задачах 
требуется определить отношение длин, площа-
дей или объемов, доказать параллельность пря-
мых, принадлежность точек одной прямой или 
плоскости, наличие общих точек у тех или иных 
элементов фигуры и пр.

К  аффинным преобразованиям, которые 
можно применять для решения планиметриче-
ских задач, относятся:

•	 движение (обобщенная группа движе-
ний)  — каждая точка фигуры отображается 
в себе подобную так, что фигура преобразуется 
в саму себя, однако ее расположение на плоско-
сти меняется заданным или произвольным об-
разом;

•	 параллельный перенос (группа движе-
ний) — каждая точка фигуры перемещается на 
одно и то же расстояние в одном и том же на-
правлении, определяемом вектором переноса;

•	 поворот (группа движений)  — каждая 
точка фигуры поворачивается на один и тот же 
угол вокруг заданного центра;

•	 осевая симметрия (группа движений)  — 
каждая точка фигуры переходит в  симметрич-
ную ей точку относительно заданной оси сим-
метрии;

•	 гомотетия (частная группа подобий: пре-
образование подобия, центральное подобие, 
масштабирование)  — каждая точка фигуры 
преобразуется в  себе подобную относительно 
фиксированного центра гомотетии и отстоит от 
исходной точки на некоторое расстояние в со-
ответствии с коэффициентом гомотетии, опре-
деляющим размер фигуры;

•	 подобие (объединенная группа подобий 
и движений, или гомотетия в движении) — пре-
образование подобия с  заданным коэффици-
ентом подобия, направлением движения или 
углом поворота;

•	 линейное преобразование (группа иска-
жений) — сжатие/растяжение фигуры с  сохра-
нением ее класса.

В  интерактивном пространстве «1С: Мате-
матический конструктор» с помощью виртуаль-
ной лаборатории «1С: Планиметрия» есть воз-
можность осуществлять следующие аффинные 
преобразования на плоскости: параллельный 
перенос, поворот, осевая симметрия, гомотетия, 
подобие и движение в общем виде и линейное 
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преобразование (рис. 1, а – ж)  [2]. 
Кроме того, в виртуальной лабора-
тории «1С: Планиметрия» можно 
осуществить повтор ранее сделан-
ного аффинного преобразования 
(рис. 1, з).

Примеры реализации некото-
рых аффинных преобразований 
в  виртуальной лаборатории «1С: 
Планиметрия» представлены на 
рис. 2.

Продемонстрируем практику 
применения аффинных преобра-
зований для решения нескольких 
планиметрических задач с  помо-
щью инструментов «1С: Планиме-
трия».

Задача 1 (на доказательство — 
«искажение»)

Условие задачи  [3]. Доказать, 
что медианы ma, mb и  mc произ-
вольного треугольника ABC пе-
ресекаются в  одной точке G и  де-
лятся в отношении 2 : 1, считая от 
соответствующей вершины: AG:-
GA1  =  BG  :  GB1  =  CG  :  GC1  =  2  :  1 
(рис. 3, а).

Анализ условия задачи. Задача 
может быть решена тригонометри-
ческим способом через соотноше-
ние углов и  сторон соответствую-
щих треугольников. Однако, если 
данный треугольник трансформи-
ровать с помощью аффинного пре-
образования «искажение» в  рав-
носторонний, то соотношение 
между искомыми отрезками меди-
ан не изменится, тогда как само ре-
шение значительно упростится за 
счет известных свойств равносто-
ронних треугольников.

Доказательство (рис. 3, б).
1.	 Построим произвольный 

треугольник ABC и  с  помощью 
кнопки «Показать/скрыть меди-
аны» проведем медианы AA1, BB1 
и  CC1, точку пересечения которых 
обозначим буквой G.

2.	 Для преобразования про-
извольного треугольника в  рав-

Рис. 1. Инфографика инструментов аффинных преобразований 
в виртуальной лаборатории «1С: Планиметрия»: а – параллельный 

перенос; б – поворот; в – осевая симметрия; г – гомотетия; д – 
подобие; е – движение; ж – линейное преобразование;з – обозначение 

операции повтора ранее сделанного аффинного преобразования

Рис. 2. Выполнение аффинных преобразований в интерактивном 
пространстве виртуальной лаборатории «1С: Планиметрия»: 

а – параллельный перенос; б – поворот; в – осевая 
симметрия; г – гомотетия; д – подобие; е – движение

Рис. 3. Представление задачи 1 в виртуальной лаборатории «1С: 
Планиметрия»: 

а – условие задачи; б – решение на основе 
аффинного преобразования «искажение»

	 а		  б		  в		  г

	 д		  е		  ж		  з

а	 	 	 б	 	 	 в

г			   д			   е

а					     б
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носторонний воспользуемся аффинным пре-
образованием «искажение». Для этого нажмем 
кнопку «Показать/скрыть высоты» и движени-
ем т.  С с  помощью курсора добьемся полного 
совпадения высот треугольника с его медиана-
ми, что свидетельствует о преобразовании ис-
ходного треугольника в  равносторонний (см. 
рис. 3, б).

3.	 В  полученном равностороннем треу-
гольнике АВС медианы, совпадающие с  высо-
тами и  биссектрисами, пересекаются в  одной 
точке и делятся ею в отношении 2 : 1, считая от 
соответствующей вершины.

4.	 Действительно, поскольку AG = BG = CG 
и GA1 = GB1 = GC1, то внутри треугольника АВС 
имеем шесть равных прямоугольных треуголь-
ников: AGC1, BGC1, BGA1, CGA1, CGB1 и  AGB1. 
В этих треугольниках внутренние углы, приле-
жащие к гипотенузе, равны 30° и 60°. Поэтому 
отношение длины гипотенузы к  длине катета, 
составляющего с ней угол 60°, равно 2 : 1.

5.	 Следовательно, отношение AG : GA1 = B
G : GB1 = CG : GC1 = 2 : 1, что соответствует отно-
шению отрезков, на которые точка пересечения 
медиан G делит каждую медиану Δ АВС.

6.	 Применим обратное аффинное преобра-
зование «искажение» для перехода от равносто-
роннего треугольника к исходному.

Задача 2 (на построение – «гомотетия»)
Условие задачи  [4, с.  118]. В  данный треу-

гольник  АВС (рис.  4) требуется вписать пря-
моугольник  PQSR с  заданным соотношением 
сторон m/n  =  PQ/PR так, чтобы две вершины 
прямоугольника (например, точки R и S) лежали 
на стороне АВ треугольника, а  каждая из двух 
других вершин прямоугольника — на одной из 
двух других сторонах треугольника (т.  P  — на 
стороне AC, а т. Q — на стороне ВС).

Анализ условия задачи. Очевидно, что при 
решении задачи следует воспользоваться свой-
ством подобия фигур, т.  е. на продолжении 
стороны  АВ построить произвольный вспомо-
гательный прямоугольник с  заданным соотно-
шением сторон, а  затем вписать («вдвинуть») 
его уменьшенный вариант в  исходный треу-
гольник с  помощью аффинного преобразова-
ния «гомотетия» с центром в т. А. Однако, если 
решать задачу с  помощью циркуля и  линейки, 
то построение окажется весьма громоздким [4, 
с.  118–119], тогда как интерактивные свойства 

виртуальной лаборатории «1С: Планиметрия» 
позволяют произвести все необходимые по-
строения быстро и наглядно.

Построение (рис. 5).
1.	 Зададим для определенности соотноше-

ние между сторонами прямоугольника m/n = 
PQ/PR = 2.

2.	 Примем вершину треугольника А  за 
центр гомотетии и  проведем из него два луча 
АD и AE как продолжение сторон треугольника.

3.	 Проведем прямую а, перпендикулярную 
лучу АЕ, и, обозначив точки ее пересечения 
с лучами AD и АЕ через Pʹ и Rʹ соответственно, 
добиваемся расстояния между этими точками 
равным, допустим, 6 см, пользуясь для этого ин-
струментом «Измерить длину отрезка».

4.	 На луче АЕ строим прямоугольник 
PʹQʹSʹRʹ со стороной RʹSʹ = 12 см.

5.	 Через точки А и Qʹ проводим вспомога-
тельный луч гомотетии АF и обозначаем точку 
его пересечения со стороной ВС исходного тре-
угольника через Q.

6.	 Точка Q является вершиной искомого 
вписанного прямоугольника, который достра-
ивается с помощью инструмента «Прямоуголь-
ник с горизонтальной стороной».

Рис. 4. Представление условия задачи 2 
в виртуальной лаборатории «1С: Планиметрия»

Рис. 5. Решение задачи 2 в виртуальной лаборатории 
«1С: Планиметрия» на основе аффинного 

преобразования «гомотетия»:PʹRʹ = 6,0 см; RʹSʹ = 12,0 см
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Задача 3 (на построение — «осевая симме-
трия»)

Условие задачи  [4, с.  103]. Дана прямая 
а и два треугольника АВС и KLM (рис. 6, а). Тре-
буется на сторонах данных треугольников най-
ти пары точек, симметрично расположенных 
относительно прямой а.

Анализ условия задачи. Если оба треуголь-
ника находятся в одной части плоскости относи-
тельно прямой а, то точки пересечения их сторон 
отстоят на одинаковое расстояние от этой пря-
мой. Если этим точкам построить симметрич-
ные пары относительно прямой а, то они будут 
отстоять от нее на то же расстояние, что и точки 
пересечения сторон треугольников. Если через 
эти симметричные точки построить один из тре-
угольников (когда оба треугольника будут нахо-
диться по разные стороны от оси симметрии а), 
то мы придем к исходному условию задачи. Это 
означает, что точки пересечения сторон треу-
гольников являются искомыми точками.

Построение (рис. 6, б).
1.	 С  помощью инструмента «Осевая сим-

метрия» преобразуем треугольник АВС в  сим-
метричный треугольник АʹВʹСʹ относительно 
оси симметрии а.

2.	 Найдем точки пересечения этого треу-
гольника с треугольником KLM: Xʹ, Yʹ, Zʹ и Uʹ.

3.	 Найдем на сторонах треугольника АВС 
точки X, Y, Z и U, симметричные точкам Xʹ, Yʹ, 
Zʹ и Uʹ.

4.	 Полученные пары X и Xʹ, Y и Yʹ, Z и Zʹ, 
U и Uʹ являются искомыми парами точек, удов-
летворяющими условию задачи.

Задача 4 (на построение — «поворот»)
Условие задачи [4, с. 106–107] (рис. 7).
В данный квадрат ABCD вписать равносто-

ронний треугольник PQR, одна из вершин ко-
торого, R, дана и  расположена на строне ква-
драта AD.

Анализ условия задачи (рис. 7, б и 8, а). Пусть 
вершины вписанного в квадрат ABCD равносто-
роннего треугольника PQR лежат на сторонах 
квадрата: т. R — на стороне AD (согласно условию 
задачи), т. Q — на стороне CD, а т. P — на сторо-
не AB. Все углы равностороннего треугольника 
равны 600, поэтому при повороте треугольника 
вокруг т. R на 60° по часовой стрелке его вершина 
P совпадет с  т.  Q. Если и  квадрат ABCD повер-
нуть на 60° по часовой стрелке, то его сторона АВ 

Рис. 6. Представление задачи 3 в виртуальной 
лаборатории «1С: Планиметрия»: 

а – условие задачи; б – решение на основе 
аффинного преобразования «осевая симметрия»

Рис. 7. Представление условия задачи 4 в виртуальной 
лаборатории «1С: Планиметрия»: AB = 8,3 см

Рис. 8. Решение задачи 4 в виртуальной 
лаборатории «1С: Планиметрия»: а – анализ 

условия задачи; б – построение на основе 
аффинного преобразования «поворот»; АВ = 8,3 см; 

АʹВʹ = 8,3 см; АʹRА = 60,1; PRQ (P) = 60,1

трансформируется в  АʹВʹ и  пересечет сторону 
CD также в т. Q, совпадающей с вершиной Р тре-
угольника PQR. Поэтому для построения впи-
санного в квадрат равностороннего треугольни-
ка достаточно определить местоположение т. Q, 
а затем построить искомый треугольник по двум 
известным точкам R и Q, задающим одну сторо-
ну треугольника, и прилежащим углам в 60°.

Построение (рис. 8, б).
1.	 Для нахождения т.  Q применим к  ква-

драту ABCD аффинное преобразование «пово-
рот» вокруг центра R.

2.	 Точное значение угла поворота в  60° 
определим с  помощью инструмента «Измере-
ние величины угла».

3.	 Получим т. Q пересечением сторон ква-
дратов АʹВʹи CD.

   а	 	 	           б

   а	 	 	           б

   а	 	 	           б
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4.	 С  помощью инструмента «Построить 
многоугольник» (а не «Построить равносторон-
ний треугольник»!) строим треугольник PQR, 
попутно проверяя по углам или длине сторон, 
получился ли он равносторонним.

В заключение отметим, что решение задач 
с  помощью аффинных преобразований, до-

полненное средствами ИКТ, развивает логиче-
ское мышление учащихся, позволяет находить 
более простое решение задачи, служит целям 
интеграции различных разделов математики, 
а также способствует освоению конвергентной 
предметной области «Математика и информа-
тика».
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