
Оценим теперь длительность заключительной части процесса, соот
ветствующей движению системы (2) по многообразию L (при и = 0). Из не

равенства (18) следует, что время вхождения решения z(z . ( Э ) , / \ /  +

системы (17) в окрестность || z, ( ô ) |  ^  = C fr;,||z. ( $ ) |   ̂ не больше, чем

-  (р = qp, 0 < q < 1), где р  -  некоторое натуральное число. Очевидно,

это время (как и сама окрестность) стремится к нулю при р—►<».
Таким образом, в указанном смысле предлагаемый алгоритм управ

ления является квазиоптимальным по быстродействию.
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О ТОЧНОСТИ ОЦЕНОК ПРИБЛИЖЕНИЯ 

функций С обол евского  к л а с с а  w ;  ([О, I]2) 

БИЛИНЕЙНЫМИ ФУНКЦИЯМИ

Первый результат по приближению билинейными функциями был 
получен Е. Шмидтом [1], который в 1907 г. нашел наилучшее приближе
ние периодической функции двух переменных суммами произведений 
функцией одной переменной в L2. В. Н. Темляковым в ряде работ (напри
мер, [2; 3]) найдены порядки приближения Тмг(/0/> классов периодических 
функций многих переменных билинейными функциями для классов ІѴ[а, 
W ; u, /У' и NH'4 периодических функций, определенных ограничениями
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на соответствующие частые производные или ограничениями на соответ
ствующие допредельные разности. Такие оценки им получены также в раз
личных смешанных нормах для анизотропных классов Соболева и Ни
кольского в периодическом случае [4].

В работах М.-Б. А. Бабаева [5-7] изучен вопрос о скорости прибли

жения функций соболевского класса Ŵu( / W) в метрике £ ,( / '" )  билиней

ными функциями порядка М при 1 и М—>оо.

В работе [8] в теореме 6.1 доказано, что для любых О ^^ о о  , 1

и любого натурального числа а существует константа 0<С = С(р, q, а)<оо, 

такая, что для любой функции / ( х )  е fV° ( / 2) справедливо неравенство

g)q -  наилучшее приближение в ДДОЛ]2) функции / функциями
А/

£ ( * ) = £ фЛ * і ) ѵ,(* 2)-
Л = 1

В данной работе приводится конструктивное доказательство того, 

что оценка теоремы 6.1 в работе [8] при точна в смысле порядка

относительно Л/—► оо.
Пусть ді2 -  граница квадрата I2 = [0,1]х[0,1] и функция

/ (X) = f ( x , x - ) eWpa( f )  такая, что предельные граничные значения всех ее 
производных до порядка а  равны нулю:

o , / ( * ) L " 0  ( О ^ И ^ а ) .  (1)

Будем считать, что /*  (х) é G,, т. е. /*  (х) * ф(х,) ѵ|/(х2) ни при каких 

Ф и\|/ из І 9[0,1] (точнее, mes{(x{,x2) e  I 2 : /* ( х ) ^  ф(х, )\|/(х2)| >0 для 

Ѵф(х,),ѵ|/(х2) е L ( і )). Ясно, что / (х )  существует. Например

/■ (х) = sin(x, (1 -  X, )х: (1 -  X, ) )" ' .

Тогда Ех ( / ’, g)4 = е0 ( / " )  > 0.
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Напомним, что E \ f , g \  ^  i n f J  Л  * .* , ) "  ф ( * . ) ѵ М М /Г

Пусть М натуральное и М> 1. Ч е р е з о б о з н а ч и м  функцию, ко
торая на каждом прямоугольнике ïlJhj  = 1, 2, М\ і -  1, 2 , М\ опреде

ляется формулой cHf \  М\ X. —- \ м [ х, - - —- ]
'' 1 I 1 м )  I - м ))

, т. е.

Л/(*1>*2) = !<•/,/’ М [ хі _77~))j АЛЯ

j =  1,2, 1,2, . . . ,М

Здесь П |7 = і ( х , х , ) : - — - ̂  х. ^ —  I, константы" 1 М М М - м у
С/ѵ̂ О выберем позднее.

Так как /*  (х,, х2) е W* ( / 2) и выполняются граничные условия (1),

то f „ ( Xl, x2) e W; ( r - ) .

Пусть наилучшее приближение Ex( f ) q̂  достигается. Тогда суще

ствуют функции ф*(хі), ф*(х2), такие, что

= !/* (* !. *2 ) - ф ’ (* |) V '(* 0 L  „ : |= ео ( / ’ ) > 0 -

Функцию/ѵА*і, х2) можно записать в виде

fs ,  (W :) = Х Х сДп„ (*І - х2 ) Г
І ~  1
М

/-1
М

где Хп (хр ~ характеристическая функция квадрата П,,,

f,vX n„(jC i.^ ) =  X ,(^ )% /(^ : ) .  а х Д т , ) ,  X, і х : ) ~  характеристические

функции отрезков соответственно.

Далее, функция

« л , ( ^ . ^ ) = Х Ё сд Л дгі)(р‘
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принадлежит классу билинейных функций <7Л/, так как, положив

ф, ( * . ) = Е сд Л * .)ф‘
м

М \  X. . Ы \
м  )

y ,-(*2)=X/(*2W* м \  X, - / - 1
м

имеем

Ф ,(^ )ф ,(^ )б С А/-

Если бы строки с,: = (си,с 2І,...,сМІ') были пропорциональны одной, 

например, первой, строке, т. е. при некоторых \ у\ 2У...,'кХ1 было бы 

с. = Хісх (/ = 2 ,... ,  М)у то мы имели бы

£* ,(* ,. *2 ) = Z Z  Ѵ дХ у ( * , ) ф ' М * ,  -  V  (* з ) V’ fW  f .Xî - ^ 7 7
-1 7=1 M

т. e. функция g\i{xi, x2)gG|. Сформулированное условие на числа {с,,} рав
носильно условию, что ранг матрицы

С =

равен 1, гапкС = 1.
Аналогичным образом можно показать, что условие гапкС = г (г = 2, 

3, ..., М) эквивалентно тому, что функция (3) g\j(X]y x2)^Gr. В частности, 
если числа с;7 выберем так, чтобы строки (столбцы) матрицы С были ли
нейно независимые, то получим функцию gjw(*i> хі)9 принадлежащую клас
су G\i и не принадлежащую классу Gr ни при каком г<М. При этом, естест
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венно, мы требуем, чтобы функции ср| М jCj - i - 1 
м

и \|/ М \ х 2 -  11 были не эквивалентны 0 на интервалах I Z z I  JL Ï  
м  ’ м)

и [ -— I соответственно, что равносильно тому, что cpViX ^*(*2) от-
V м  м  )

личны от нулевого элемента пространства Lq(0,1).
Так как на каждом квадрате П/,

Н к / ' И^М*=-£))
М",)

МП,

то после замены переменных М\  х, М \ х г \ = Х'2 П0ЛУ’

чим:

II/» U ’* : ) -  8и (*■•*:) II,(п , = /*  W ’ ^  ) - ф '( ^ ) ѵ ’ (х2)ц,(/!)

Отсюда получаем оценку при 0<^<оо:

М / и - * )  *

\ і !ч

II fu  (X) - v(*i) *(*2 ) Г' <ЬАг
>=1 '=1 vll„

Ѵч
А/ I/  \с * .(/■ ) м м ,

I I I '
1!ч

т. е. для построенной функции f si (xj, х2) e W* ( / 2)
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£n ( f * ) (  M M .
Е Е ЬM  V 7=1 /=1

1ІЧ

Вычислим полунорму Ц/мЦ^^і полученной функции f M efV“( / 2). 

Из (2) имеем при 1 ̂ /т<оо:

\\т\=иг-I/mL-(i*)= Е = Е Е É 1КМ*)ГЛ
1 ' - 1т|=и 7=1 і=1 п

\і//>

м м ш
E E E J
M=U 7=1 /=1 П., dc,Tl ôx*2

^ - с , г [ м { х { m [ x2
M M

\ V p

d x

УI M

E E E J
|x|=o 7=1 /=1 П.,

7 -1

Э“
; ,з (х ;)"а (х О

\ i ! p

dx

где jc,' = -  ■ — j ,  x' = M [ jc

Отсюда после замены переменных в последних интегралах получаем:

1ІР

лг
М 2ІР

\

Следовательно,

\У;>

7=1 /=І

АЛа ( К1 М ,ЯѴР
Е  ЕЫ  Ші;(/Г

V 7 -1 '-1 У

В итоге получаем, что

Eu ( f ’g \ ^ Ey { f n > 8 \  1 £( / ‘ )

Л/ М

Е Eh
\1/</

Ч 7-1 /=1 /

k(r-)
\1  ІР ■ (4)

E  ЕЫ'
V 7=1 '=•
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Коэффициенты су,- пока произвольные, с единственным ограничени

ем, что строки с, = (с1/, с2і, . . . ,сгд//) ( /=1 ,  2, ..., М) линейно независимые. 

Будем выбирать их так, чтобы при заданном М и выбранной функции /  
правая часть здесь была возможно большей.

Положим

sup
І І Ь

V 7=1 /=І

Ат iVf
Z I b,=1 ,=|

' — к
\\/p ’

где sup берется по всем линейно независимым строкам с, (/ = 1,2,..., М ) . 

Пусть £Л/ -  это наименьшая константа в неравенстве

Л іг! \ Уч

\ І

V
/

V /se11 ) \  /=і У

Ур

Полагая в точном неравенстве разных метрик [9, с. 41]

Уч ( !_ ! )  /  „ \У р

И К Г I ч  Е к Г  і ж р )

ЗІ1-1 )
п равным М~, получаем kAj = М ' ѵ р .

Правда, неравенство это достигается, когда |öi| = |a2|=  ...Ы , или 
в нашем случае, когда \сц\ = |си| при всех допустимых (/’, /). Но ясно, что 
можно выбрать су, так, что

а) ранг матрицы С = (с}і) равен М и

б)
I  п ,

V У-» '=■
-М W

I Z/=І /=1

Ѵѵ

к  1 2І i

.^ b L  = ± M  u  РК
У р  2 2

В итоге будем иметь кА, ѵ ;
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На самом деле можно доказать, что км = км, но для наших целей 
достаточно последнего неравенства.

Подставляя такие с/7 в конструкцию функции f \ ix u х2) и в оценку (4), 
получаем:

мы 6.1 в работе [7] при 0<q^p<oo точна в смысле порядка относительно

Рассуждения в случае, когда q = оо и (или) р = оо, аналогичны приве
денным.
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sup EA f g \  ^ с,
" м а ’

— ̂ ——, где константа С, = —■1 е о ( / ‘ ) > 0 не зависит

от М.

Тем самым доказано, что оценка

оо.
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