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БИЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИЕЙ*

Задача приближения функции двух переменных билинейными функ­
циями рассматривалась многими авторами [1-10]. Мы предлагаем конст­
руктивный метод построения аппроксимирующих билинейных функций, 
обеспечивающих наилучший порядок уклонения в метрике L4 функций 

/дгь дг2), принадлежащих Соболевскому классу W“, от билинейных функ- 
л/

ций g M {хХ9х2) = '£(ps (xl) y s (x2) и оценки этого уклонения [5].
Л' — 1

Благодаря конструктивному способу получения оценки, этот метод 
может быть использован при решении интегральных уравнений.

Пусть на квадрате [0,і]х[0,і] = / 2, /  = [0,і] задана функция

/ ( * , , . т ,)еЖ ;‘( / 2), где 1 ^  р  ^  оо, а  -  натуральное число. Через GM обо­

значим множество всех билинейных функций вида
м

£л#(*) = £ф .ѵ(*|)ф ,(*2)» ГДе Фѵ(Хі)»Фі (Д:2 )е ^Л 0’1]- Т° ГДа ЯСН0’ ЧТ0ѵ-1

c w <= ьч { ' 2) - ЧеРез Eu ( A g )  Обозначим inf -8ы e G w}-

Разобьем квадрат на N  полос прямыми дг = х'2, і = 1,..., п - 1. Каждую 

полосу разобьем на прямоугольники таким образом: П7/ -  прямоугольник,

* Работа выполнена при поддержке фанта РФФИ № 05-01-00409.
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выделенный из /-й полосы прямыми х, = х,'“',х | = j  = \ , . . . ,N i{ x ^  = l) 

(рисунок).

Xj t

V .  *2

V  V  1 *1

На каждом прямоугольнике построим билинейную форму в виде 
многочлена степени / = а - 1 вида

Р = V С п г к'-
П/7 ^  I -  *

(Кк}+к2̂ І

При любом разбиении такая кусочно-полиномиальная функция будет 
функцией класса Gм при М  = УѴ(/ + і). При доказательстве теоремы 6.1 

найден алгоритм построения почти оптимального разбиения для любой 

функции / ( * , , )  [5]. В качестве многочлена на каждой ячейке 

разбиения Пу/ можно брать любой хорошо аппроксимирующий функцию 

многочлен степени / по совокупности переменных. Например, отрезок ряда 
Тейлора или многочлен, предложенный М. Ш. Бирманом и М. 3. Соломяк 
[4]. Эти многочлены могут быть использованы при решении интегральных 
уравнений методом замены ядра на вырожденное. Для получения оценки 
приближенного решения интегрального уравнения используем оценку
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из теоремы 6.1 приближения функции/ Соболевского класса ^ ( / ^ б и л и ­

нейными функциями g е GM, где

і  Л
кх +к2 =а /i cfccf'ctr,*1

f ( x  ,,х2) dx.dx^

Рассмотрим уравнение Фредгольма второго рода

i
у ( х ) = 1 \ К (x , s )y (s )ds  + f { x ) ,

О

где функция АГ(л:,принадлежит соболевскому классу И ^ ( /2)*

По функции f ( x x,x2) = K ( x {yx2) построим билинейную функцию

N  I

ТМ (*| >х2) = £  £  ф ( х ,  ) ф*, (х,  ),
/ = I -О

положив

ф*,-. (*і ) = £  2  Хгх,-. ѵ, 1 . Ѵ*„, (*2 ) = Хг,,-, ѵ, I (-*:)xî! ,
/ = ІА,= О L • '-‘J ■ ■

где C /A' -  коэффициенты полинома PnjJ, X[fl Л] (£) -  характеристическая 

функция отрезка \а,Ь]. Упорядочим двухиндексные последовательности 

{Фа,./ (^і )} k и {Фа../ (^2)} А » рДе /=  1, 2, УѴ; k2 = 0 ,1 , . . . , / ,  влинейные

последовательности, обозначив их через {ф, (jc, , {ф, (*2)}^

(Л/ = УѴ(/ + 1)). Возвращаясь к переменным (дг, s), получим билинейную 

функцию

K(x,s) = T4 (xys ),
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аппроксимирующую ядро K(xys) в L4( I2) с погрешностью

м°

Заменим ядро K(x,s)  на вырожденное

м
I/=і

* (* . іО = ]Г<М*)ѵЛ*)-
/ = 1

Через у(х)  обозначим решение приближенного уравнения:

_ i _
у(х) = X ̂ K(x,s)y(s)ds + f ( x ) .

О

_  I   _

Оценим уклонение у  -  у  = \ ^ К  ■ у  -  К y^ds  точного решения от
о

приближенного в пространстве /^[0,1]. Мод интегралом добавим и вычтем 

слагаемое К у , получим

О \у -  у {  = I  \ y - y \ d x  " = |А.| J \ к ( у  -  y ) d s +  \ (К -  К) у  ds
чо )  о о о

о ѵ
Гі Используя неравенство Минковского

i
4 V

dx

| лг(/)+ .К 0Г<А I* <  J M ’ dr I’ + 

для Цу -  > | получим оценку

Ѵо



Далее, используя неравенство Гельдера

1 ( 1 V ( 1
^x(t)yU)dt ^ J |х(0|Г dt I |у(/)Г dt
о Ѵо 7 Ѵо

где -  + — = 1, получим 
г Я



Отсюда, собирая слагаемые с ||у -  >>| , получим

У-У\ 1-|Х|

1 4
\ -

ІК Г ds dx N p H * - 4 „ v

Таким образом, при \ - Щ

]\ -

J JI4 *ѵо
dx >0 справедливо нера­

венство

І М І

i-W 1 К Л dx

(2)

Из (2) и (1) вытекает теорема.

Теорема. Если 1 -  |Л,|
i / i  'NT
1 1 4  * dx
040 у

зависящая только от/?, q и а, такая, что

> 0, то существует константа С,

м

1-М

i
\ -

к \ г ds dx

Заметим, что при q = r=2 условие на X в этой теореме -  обычное ус­
ловие, налагаемое для существования и единственности решения.
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Если под интегралом Xj(k y - k  y ) ds  добавить и вычесть слагаемое
о

к - у ,  то после аналогичных выкладок получим оценку

(3 )

которую целесообразно использовать для выбора параметра М, обеспечи­
вающего требуемую точность восстановления точного решения, в случаях, 
когда известна априорная оценка нормы неизвестного точного решения. 
Оценка данной теоремы -  это априорная оценка погрешности замены точ­
ного решения приближенным решением, когда последнее уже найдено.
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