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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ВСПЛЕСКИ, ПОРОЖДЕННЫЕ СДВИГАМИ 
ОДНОЙ ФУНКЦИИ

Одним из способов построения базисов всплесков различных про
странств периодических функций является периодизация базисов вспле

сков |2 у/2\|/(2 1 х + k y . k e Z ,  y e z j  пространства L2(R) на числовой оси R 

(например, [1; 2]). На R пространства

Wj = | Z c*'*/(2y-ï + *):(^)e/2(z )}

образуют кратно-масштабное разложение пространства L2(R)

L2(R)=  Ф Wj ,
î~~cr-

а о пространствах Vj (F говорят, что они образуют

кратно-разрешающий анализ пространства L2(R). Последнее означает [2], 
что

( j e z ) ,  fV ,= { 0 } ,  L K =Z-2(* )
/ = -00 / S»

и что выполняются свойства

V j . ^ { f ( 2 x ) : f ( x ) e V j } ,

f ( x ) e V j * f \ x  + ± - ^ V r

Кроме того, обычно предполагается, что пространство Ѵ0 поражается 
сдвигами одной функции в том смысле, что существует ср(х) е L2 (/?), та

кая, что система |ф(х + к ) : к е. Z j -  ортонормированный базис Ѵ0. Тогда 

автоматически система {27/2 ф(27х + к}: к е ZJ будет ортонормированным 

базисом пространства К (у е Z ), а условия вложения К с= ТЧ1 (у € Z ) , эк
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вивалентны тому, что найдется последовательность чисел (ф * )е /2 (Z ), та
кая, что

^ф(| )= Е ф*ф(*-*)- (о

Функция у(х) называется масштабирующей функцией. Глубоким ре
зультатом теории всплесков является теорема о том, что тогда функция

'» '(*)=2£ Н ) * ф*(р(2дг+* +1) (2>

порождает ортонормированные базисы х - ä ) :£ e z j  пространств

W/ ( j e Z ) .  К сожалению не все эти свойства наследуются после периоди

зации. Будем рассматривать 1-периодизацию f ( x) = ^ veZf ( x + ѵ)- 

Обозначим через / ( с о )  преобразование Фурье:

/ ( “ )=
R

Известно, что если масштабирующая функция еще и суммируема на 

/?, то непрерывная функция / ( с о )  удовлетворяет условиям 

|ф(0)| = 1, <p(£) = 0 (£ e Z , / ;* 0 ) .  Обозначим через , Wi пространства из

А2[0,1), получающиеся 1-периодизацией функций из Vj9 Wj соответствен

но. Тогда PeVj = {const} при j  ^  0, а при у ^  О

V, =:РвѴ; = ^ « j o , , ( x )  =  O / 0 ^  +  A j :  *  =  0 , U , 2 '  - l j ,

W-, =:PeWi.= L in ^ /)._1(x) = 4 '7.0(x  + y j :  k= 0 ,\,...,2J - l } .

где

Фу. и =  P e 2 ^ { 2 ‘x )  =  2 - ^ X < p [ y ] e 2""'',
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Ч»у.0 = Pe2jl\ { 2 > x )  = 2-//2X v ( ^ ) ^ ’,'“ •

При этом, полагая Ф0(х) = 1, Ѵ0 = { с : с е С} будем иметь:

Ü  ([0,1)) = Ѵ0 0  W0 Ѳ W{ 0 Vj -У а ®ІѴ0 @ ... @ wtA 6 Vj,

0 ^ = / , 2([О,1)), ( Y j =K'  / ( * ) e f y O / ( *  + ^ ) e K y,

где знак Ф означает прямую (ортогональную) сумму подпространств. Од
нако, теперь Фу.+к*(х )*сФ м (2х), Ч*i+uk (x )^ c 4 /yjt (2х), в отличие от

Фj к = 2у/2ф (2 'х  + £) и к = 2 у/2\|/(2ух + &) и, следовательно, теперь

»0*. ^  ((rf2/X * )  = / (2 x ) ) .

Свойства (1) и (2) частично сохранились в виде: для любого j  е Z+

ф ,* М  = I  Фу.,<Ѵ..2*м .  W = W >
5=0 5=0

откуда вытекают вложения Ѵ} а  КуЧ, , Wj с  Wj+l, а от свойств Vj+\ - d 2Vj, 

fVj+t = d2Wj остался лишь такой след:

Ф„  (2JC) = ̂ ( ^ Ѵ *  W  + Ф/+І.*+2' (*))•

‘*'y.*(2x) = - ^ 4 'y,Lt(x) + - ^ 4 '>tU+y(x),

который лишь обеспечивает (строгие) вложения: */2К. с: К/+І, d-.W' с  Wj+X.

Отсюда видно, что в периодическом случае операция сжатия уже не 
играет такой роли, как в L2(R). Поэтому естественно попытаться построить 
разложения пространства І 2[0,1) 1-периодических функций, аналогичные 
разложениям пространства Lr(R\ но опираясь только на операторы двоич
но-рационального сдвига. Более того, желая упростить вычисления значе
ний элементов будущих базисов, в основу мы положим линейные комби
нации сдвигов только одной функции. При этом получатся базисы вспле
сков, отличные от тех, что описаны выше.
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Пусть £ (* )-  непрерывная на R 1-периодическая функция, 

Aj = |х ,  * € z |  -  сетка на R с шагом = ~ 7 » ПРИ £ = 0, 1, . . . 2 -  1,

образующая разбиение полуинтервала [0,1). Далее считаем

У , = и П{8 ( х - к / т ) : к  = 0 ,1 ,...,Г  - і ]  ( /  = 0,1....). (3)

Ясно, что пространство Ѵ} инвариантно относительно сдвигов с ша

гом /?;. = . Так как Ду с  Д/Ч1, то с  Р/+1, а для равенства (jK y = Û [0,1)

необходимо, чтобы линейное многообразие

V = Lin{g(x -  к /2J}: j e Z^ ,  к е [ 2 , 0 ) f |z j  было всюду плотным в L2[0,1).

Лемма 1. Пусть {fv}” 0 с  [0,1) -  множество точек, плотное в [0,1]. Для 

того, чтобы линейное многообразие V = j  J j c vg(jc~ •): п е %+, сѵ е с |  бы

ло всюду плотным bZ.2[0,1), необходимо и достаточно, чтобы все коэффи-
I

циенты Фурье gk = е̂~1юкх̂ х)сІх функции g(x) были отличны от нуля.
и

Условие, что £(*)- непрерывная 1-периодическая функция, здесь и далее 
несущественно, вместо него можно было предполагать, 4TOgeZr[0,l).

Лемма 1, вероятно известна, так как по формулировке перекликается 
с известной теоремой Винера [3] об аппроксимации в L(R) функциями из 

£ /л{/ц( х + но только ее доказательство здесь совсем простое. Для

полноты изложения приведем его полностью.
Обозначим через V замыкание К в /,2[0,1). Пусть при некотором keZ  

gk = 0, т. е. g ( x ) ± e 2Kikx в £ 2[0,1). Тогда в силу периодичности 

g { x ~*Y) ± е 2*'кх, и, следовательно, У ± е 2х,кх, откуда J?*L2[0,l). 

Пусть, обратно, Г * / .2[0,і). Тогда найдется A(jc) = /г [0,1), /?(х)_1_К, 

h(x) * 0. Если А(х) = ^ к ке2юкх, то для любого tv

(/»(*), g (x  - 1, )) = = °-
keZ
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Так как (hk\ ( g k) e l 2(Z) ,  то ряд £ K g ke2*,k' сходится абсолютно,
keZ

представляет собой непрерывную функцию, обращающуюся в ноль на 
множестве {гѵ}, всюду плотном на периоде. Следовательно, эта функ

ция s  0, откуда вытекает, что для любого к е Z будет hkgk = 0, и так как 

существует ко с Ико * 0 (ибо И* 0 в /г[0,1)), то = 0. Лемма доказана.

Пусть далее g(x) -  1 -периодическая функция из Ь2[0,1), удовлетво
ряющая условию леммы 1: Vwgn * 0 . Докажем, что тогда размерность

пространства Vj9 определяемого формулой (3), равна 2/. Допустим против

ное, что найдутся числа с0, сь ..., с,м , не все равные нулю, такие, что

Z c * s ( * - * , . ‘ ) =  0  в / , 2[0 , 1).*-0

Так как п-Рі коэффициент Фурье функции g(x-x jk) равен gHe~~*,nx,'ä , 
го тогда

-'-1 /X \ 1 л -2піпк/2'
g * L ci.e = 0 '

А-0

Применяя обратное дискретное преобразование Фурье, находим 

2 'І Л = 0 = > с „ = 0  (и = 0 ,1 ,...,2 '- і) .

Из этого противоречия и из (3) следует, что для подпространств К 

и Wj = Vj+l -  Vj9 где Vj9 Vj+X определяются по функции g(*) формулами (3), 

имеют место равенства:

dim V. =â i mWj =2J. (4)

Чтобы построить ортонормированный базис 2'-мерного пространства 
Vj9 выпишем сначала условия на функцию w(jc)eL2fO,l), обеспечивающие

ортонормированность системы -  хj k): к -  0,1,2,..., 2' -  l j . Следующая
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лемма представляет собой аналог условия ортонормированности [3] сис
темы {<p(x-/:):Â:eZ} в І 2[Я).

Договоримся через (£ g) обозначать скалярное произведение, а через 
f*g -  свертку функций/и g  из І 2[0,1):

( A g ) =  j f ( t )g{ t )d t ;  f * g = ( f { x - t ) , g ( t ) ) = j f ( x - t ) g ( t ) d t  .
0 ü

Для любой функции и(/)е£2[0,1) положим u(t ) = / /( - /) ,

К (*) = (и * *)(*) = И *  + ') ’" (0 )  • (5)

Символом и (v e Z )  будем обозначать дискретное преобразо

вание Фурье на сетке Ду. = {лг7 k =k/2'  :k е z j  непрерывной 

1-периодической функции м(х) (или дискретной функции

" К О  {*М б Д / ) ):

(х ..ѵ ) = (f /mXx/- ) = £ « ( * , .»  (v e z )-
k =0

На можно смотреть как на 1-периодическую функцию дис

кретной переменной xj v (v e Z )  или как на ^-периодическую функцию на 

множестве Z целых чисел. Как известно, тогда

« К *  ) = 2 ' ' ( « Т  (-* м )-

В частности, для «eZ.2[0,l) функция hu(x) будет непрерывной 
1-периодической, и для нее определено дискретное преобразование Фурье 
на любой сетке Д/ ( j  € Z^):

A;(v )= (^ (“ ^ ))(^ )(v6Z)-
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Лемма 2. Пусть 1-периодическая функция м(х)е£2[0,1). Система 

функций |и(дг-  Xj ку.к = 0,1, ...,27 - 1| является ортонормированной

в L2[0,1) тогда и только тогда, когда Аиѵ ѵ) s  1 (v е Z ) .

Доказательство. В силу (6) условие v) = 1 на Z эквивалентно 

тому, что

К (*,,*) = Г> ( l)v (-X ik ) = 2~J X 1 • = ôtü (k = 0,1,. ...2' -1 ) ,
v=0

атак как = то

К  {xj.v) = l { v^Z)  тогда и только тогда, когда

-  Xj j ), u(x -  Xj k )) = {u(x),  u(x -  Xj k4)) = 3k/. Лемма доказана 

Пусть u(t) = ^ û ne1*,n' . Выразим еще условие леммы 2 в терминах
neZ

коэффициентов Фурье функции и(х). Имеем ïï(f) = ^ и пе2юп' и, в силу (5),
neZ

Ц х Ь В Ф 2*""1’ntl

« ы - 2  •sM ’j ’v . .
Яг—О neZ neZ

где гѵм -  целочисленный остаток от деления п -  ѵ на 2/. Следовательно, ус

ловие h„ (xj Y) = 1 (v € Z) эквивалентно условию

2 > s K ' M « r e i ( v 6 Z ) -  ( 7 )(ieZ

Положим H=INL=1o.1), и ПУСТЬ

Ѵ (*) = = (v = 0,...,2' -1). (8)
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где Х(х), ^і(дг)- любые вещественнозначные 1-периодические функции. 
С помощью этих функций для любого j определим функции

(9)

Ш / , )  . 1 у іК  ̂ і̂ЦѴі ѵ-З'! 
Д Ь 2 ' ^  2 |и ,ѵ|

М  | | ѵ ,4

Теорема. Для любого j  eZ+ система функций Ф/.*(х) = Ф/*(х -  xjk) 
(к = 0, ..., 2; -1 ) , является ортонормированным базисом пространства Vj, 
а система функций Ч'/.Дх) = У/Л*-  х,.*) (к = 0, 2' -  1) -  ортонормирован
ным базисом пространства Wj (/eZT). Любой ортонормированный базис 
пространства Vj (а также Wj) указанного типа можно получить подходящим 
выбором функции А.(*), (к^х)).

Доказательство. Из (8) -  (10) следует, что при любом (к = 0, . . 2! -  1) 
Фіке Vj, % ке Vh , (к = 0, . . 2! -  1). С учетом (4) осталось доказать, что две 
системы функций являются ортонормированными системами, ортогональ
ными между собой. Тогда система Ф/к (к = 0 ,... ,  2/ -  1) тем более будет ли
нейно-независимой и, следовательно, будет базисом V., а из ортогонально

сти этих систем между собой будет вытекать, что система 
{Ч у -.* :  к = 0, ..., 2' -  1J aWj по тем же причинам будет базисом Wf .

Проверим ортонормированность системы Ф7* (к = 0, ..., 2/ -  1). Для 
этого достаточно проверить условия леммы 2 относительно функции

и(х)  ̂ФДдг), равносильные условиям (7). Обозначим через (û / v) и (ф , ) 

л7-е коэффициенты Фурье функций и,л.(х) и ФДдг). Имеем из (15)

( v L
2я/(л-ѵ).ѵ, *

* = 2 yg„ 6,°2 'ц + .ѵ

откуда находим

HéZ V —О
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K l . «  = i n  ІЦ^ = 2Jp | v | 8 v ^

и, следовательно,

Учитывая, что

2>+|Ч

2' Z 0 4HéZ
= 1.

äïs(l+(-l)')/2,

2ж/(2̂ «).ѵ /для коэффициентов Фурье при гармониках е 

функций oy+1/(jc) имеем

откуда получаем для ѵ -  0, 1 ,..., 2! -  1

|i=2/eZ

К ,,- ..» !  - 2 •

* 2  2

(5 = 0 ,1 ,...,2 '-\p g Z)

/ \A =.^_'2~jiig,KAx.i+iA 
V j )y ji+л' 2 2y+' ê&2’ ц+л

где Av и B y- коэффициенты при uy+lv(jt) и v .+J v+2, (x) соответственно 

в формуле (10) для %{х). Отсюда находим

1   f c j.it’1 ~ * ^Vn=2/eZ и=И+\*7(j -2/+1gZ

| ѵ ~ * M h J

I l2
4

Ѵ І І
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что вместе с леммой 2 гарантирует ортонормированность системы

Используя найденные коэффициенты Фурье функций Ф/х) и Ч'Дх), 
находим, что

Таким образом, функции Ф, *(х) и УДх) ортогональны. А так как ин
тегралы от 1-периодической функции по любому отрезку единичной дли
ны совпадают, то все функции *Рд(х) ортогональны пространству Ѵ} (для 
которого система Ф;* (£ = 0, . . . ,2 , - 1 )  является базисом). Следовательно, 
построенные функции 4% (Л^О, ..., 2, -  1) лежат в W-r Из их линейной 
независимости и формулы (4) вытекает, что они образуют базис простран
ства Wj (jeZ+). Теорема доказана.

Так как из определения Wf = Vj -  VhX> где « •»- знак ортогонального

дополнения, следует, что пространства Wj ijeM) ортогональны между со
бой, то функции Ч*ік (х) и Т/.Дх) с разными индексами j  и I  тоже ортого
нальны. Отсюда, из предположения, что Ѵя е Z gn * 0 и леммы 1 вытекает 
следующее утвеждение.

Следствие. Система функций |ф 0(х),4/ /Л (х): к = 0,...,2У -  1, j е УѴ}

является ортонормированным базисом всего пространства І 2[0,1), где 
Фо(х) =  g(x)/||g ||.

Для его обоснования осталось заметить, что Фо(х) -  базис одномер
ного пространства Ѵ0 = (cg (x ): с е С}'.

1 Работа выполнена при поддержке фанта РФФИ № 05-01-00409.

2- y - a jy w Ä l ( i - i ) = a
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Л. С. Чебыкин

ПОСТРОЕНИЕ ПОЗИЦИОННОГО КВАЗИОПТИМАЛЬНОГО 
УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ НЕКОТОРОГО КЛАССА ЛИНЕЙНЫХ 

ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

В данной работе предлагается способ построения квазиоптимального 
но быстродействию управления в линейной динамической системе с запазды
ванием времени в объекте управления для случая, когда некоторые собствен
ные значения основной матрицы системы имеет отрицательные действитель
ные части, достаточно большие по абсолютной величине. Задача синтеза 
управления для исходной системы с запаздыванием сводится к построению 
оптимальною по быстродействию управления для конечномерной системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений более низкого порядка. Реше
ние опирается на метод разделения движений [1] и метод канонического 
представления движений линейных систем с последействием [2].

Пусть управляемый процесс описывается линейной системой с за
паздыванием времени

Лдг(/) + Bx( t - x )  + bu, (|і/| < l), (1)

где А = {akj}, В = {&*/} -  постоянные матрицы размерности п*п, b = {Ьк} ~ 
постоянный я-мерный вектор-столбец, х -  л-вектор фазовых координат 
объекта; и -  скаляр, обозначающий управляющее воздействие; 
i  = const > 0 -  величина запаздывания.
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