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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ
Актуальность темы.

В теории приближений традиционной является задача приближения 

функций f  объединенных в некоторый функциональный класс F, полино-
м

мами Y^cs<Psix) с постоянными коэффициентами и задача вычисления или
Яш 1

II М II
оценки величины хи (F) = Slip i n f  /  ~ Z c.pJ •

f c F  с.  II л-1 II

Для функций нескольких переменныхf ( x 9y \  хе R”, у  е Rm, начиная с 

1907г., изучаются также приближения с помощью сумм произведений
м

функций от меньшего числа переменных g(x,y) = (у), называемых
j-i

билинейными функциями порядка Л/, которые формально можно считать 

полиномами порядка М  по х  с переменными коэффициентами.

Первый результат по приближению билинейными функциями был по- 

лучен Е.Шмидтом, который в 1907 г. изучал наилучшие приближения пе

риодических функций двух переменных суммами произведений функций 

одной переменной в L,. В. Н. Темляковым в ряде работ найдены порядки 

приближения rM(F)q в метрике Lq классов F дифференцируемых перио

дических функций f { x ty) многих переменных

TU(F), = su p  i n f  (1 < 9 <со)
/e F  M *),v,(y)|| i-1 IL

M
билинейными функциями £иДх)у,(у) для классов Wpa, SWp̂ 9 Нгр и NHp

»-i

периодических функций, определенных ограничениями на соответствую

щие частные производные или ограничениями на соответствующие допре

дельные разности. Такие оценки им получены также в различных смешан

ных нормах для соответствующих классов Соболева и Никольского.
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В работах М.-Б.А.Бабаева в конце 80-х — в 90-х годах получены оценки 

сверху скорости приближения функций Соболевского класса W“{Im) в мет

рике Lq(Im) на /я-мерном кубе 1т = [0Д]т билинейными функциями порядка 

М и найден порядок величины rM (W“) при \< p<q <со и М - ю о. 

Настоящая работа продолжает исследования в данном направлении. 

Цель работы.

Цель работы —для всех допустимых р  и q разработать конструктивный 

метод построения оптимальных билинейных функций для любой функции 

/  g W°(I2) , получить неулучшаемую по порядку относительно М оценку 

сверху при 0 < q < р < оо наилучших приближений

II м II
£ „< /,* ),=  i n f

С е т * ’'11 'м'*>

функции двух переменных f ( x x,x2) класса W°(I2) билинейными функ

циями порядка М

g(x)= gM(x) = ^<ps(x])^x(x2) (1)
j-i

класса GM, а также обосновать использование построенного аппарата при

ближения при решении интегральных уравнений второго рода.

Методы исследования.

При получении результатов использованы методы теории приближения 

функций, функционального анализа, методы решения интегральных урав

нений.

Научная новизна. Предложен новый, конструктивный метод построе

ния аппроксимирующих билинейных функций gu (x,f)  ДЛЯ /  eW°(I2) при 

всех допустимых р  и q. Получена оценка сверху наилучших приближений 

функции /  класса W“ ( /2) билинейными функциями при 0 < q < р < оо, не-

улучшаемая по порядку относительно М -> оо на классе W“(I2). Предложен 

метод приближенного решения интегральных уравнений Фредгольма с
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гладким ядром на базе разработанного метода аппроксимации, особенно 

выгодный, когда поведение ядра существенно неоднородно в разных час

тях квадрата I 2.

Теоретическая и практическая ценность. Предложенный новый, 

конструктивный метод построения билинейных функций gM (х, / )  пред

ставляет теоретический и практический интерес. Он позволил получить 

оценку погрешности приближения функций класса W °(I2) билинейными 

функциями заданного порядка при 0 <q<p<oo и разработать метод при

ближенного решения интегральных уравнений Фредгольма второго рода с 

помощью замены невырожденного ядра, принадлежащего классу W* (I2), 

на соответствующую билинейную функцию. В работе получена оценка 

точности соответствующих приближенных решений.

Основные результаты.

Пусть / eW “(12), I 2 =[0,1]2, g  — билинейная функция (1) класса GM.

£«(/>£),=  in f  |/(* 1>*2)-Х рЛ * 1)гЛ*2)| -  наилучшие приближения
Т!Х|лГ( ,и| Им/2>

функции /  билинейными функциями g. В главе 1 построена новая конст

рукция билинейных функций gM (x) = gM (* ,/), аппроксимирующих в Lq(I2) 

функции /  е  W° (I2) , позволяющая при любых значениях

0<q <сс, 1<р<оо,— >- — а — натуральное выбирать g M (х, / )  так, что 
2 р q

i f - g u l u ^  имеет порядок убывания при М оо,  совпадающий с 

TMiW ;{I2))q. На этой основе изучен вопрос о скорости наилучших прибли

жений Ем (/, g)q функций соболевского класса W“(I2) в метрике Lq(I2) на

квадрате I 2 = [0,1]х [0,1] билинейными функциями порядка М при М-юо в

л 1 а  1 1случае 0<q<p , 1 </?<<», —>  и получена оценка сверху
2 р q

S jjp-l/ Ц . ) .  (2)
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где С = С(р, q9 а) — некоторая положительная константа (теорема 1).

В главе 2 в теореме 2 показано, что полученная оценка не улучшаема 

по порядку при М -» да.

В главе 3 при решении интегрального уравнения Фредгольма второго 

рода

с ядром К = K(x9s) g W*(I2) по методу Шмидта с помощью замены ядра на 

соответствующую билинейную функцию в теореме 3 получена оценка по

грешности приближенного решения у  этого уравнения с помощью данно

го метода.

Доказана следующая теорема.

Теорема 3. Пусть 1<?</?<оо, -  + —= 1. Тогда если

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в ра

ботах [1-4]. Все результаты, вошедшие в диссертацию, получены автором 

самостоятельно.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 

четырех глав и списка литературы. Общий объем работы составляет 71 

страницу, библиография содержит 16 наименований.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались и обсуж

дались на

• научных семинарах в Институте математики и механики УрО РАН 

(руководители: доктор физико-математических наук, член-коррес

у(х) = Я J K(x9s)y(s)ds + f(x ) (3)
о

2 р q г q

то существует константа С, зависящая

только отр, q и а, такая, что
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пондент РАН, профессор Субботин Ю.Н., доктор физико-математи

ческих наук, профессор Черных Н. И.);

• научных семинарах на кафедре математического анализа Уральско

го государственного университета им. А.М. Горького (руководитель: 

доктор физико-математических наук, профессор Арестов В.В.);

• научных семинарах на кафедре высшей математики РГППУ (руково

дитель: доктор физико-математических наук, профессор Вереща

гин В.П.).

• Работа выполнена при поддержке фанта РФФИ № 05-01-00409.

СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ
Во введении обоснована актуальность темы исследований, сформули

рована цель диссертационной работы и пути ее достижения, отмечена но

визна и значение работы.

В главе 1 построена новая конструкция билинейных функций 

£*/(*) = £а/(*»/)> аппроксимирующих в Lq(I2) функции f  eW “(I2), позво-

а  1 1ляющая при любых значениях 0 < ^ < « ,  1</?<оо,— >-------, а — натураль-
2 р q

ное выбирать g M (*, / )  так, что | | / - g M\L (/2) имеет порядок убывания при 

М ->оо, совпадающий с rM(Wp(I2))q. На этой основе изучен вопрос о ско

рости наилучших приближений EM(f ,g)q функций Соболевского класса 

W°{I2) в метрике Lq(I2) на квадрате I 2 = [0,1] х [0,1] билинейными функция-

сс 1 1ми порядка М при М  -► оо в случае 0 <q< р, 1 < /? < оо, — >  и получена
2 р q

оценка сверху

i f , g \ z |/(*>-*„ -  -^ т И /Ц и ’ (2)

где С = С(р, q, а) — некоторая положительная константа (теорема 1).
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Аналогичная оценка получена и при р < q , повторяющая результат 

М.-Б.А.Бабаева

В главе 2 в теореме 2 доказано, что оценка (2) на всем классе W°(I2)

« 1 1при 0 <q<p, \ < р <оо, — >  точна по порядку относительно перемен-
2 р q

Н О Й  М и р и  М  ОО .

Напомним определение класса W°(I2) для a e N  и 1 < /> < оо.

Пусть Tj и г2 -  целые неотрицательные числа. Оператор дифференци

рования в пространстве функций двух переменных обозначим как

где г = (г,, г2) и | г |= г, + г2, г,, г2.— целые, неотрицательные числа.

В дальнейшем будем использовать еще такое обозначение

£|Z>7(*)| P = DaJ { x ) .
1*1

При 1<р<оо функция /(*) принадлежит W*(I2), если она интегри

руема в р - й степени на / 2 вместе со своими обобщенными в смысле Со

болева производными порядка а .

При /7 = оо функция /О ) принадлежит W°(I2), если она вместе со 

своими обобщенными производными порядка а  существенно ограничена 

на / 2, т.е. f e W “(I2), если каждой обобщенной производной D”f ,  

п = (п]9п2)9 л,+Л2 = а ,  соответствует число Л>0 такое, что неравенство 

| Dnf  (х) |£ А имеет место почти всюду на / 2.

Норма элемента /  пространства W“(I2) при 1</?<оо определяется 

следующим образом:

I I I I + II

где при 1 < р < оо
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ll/IL,(/’> =1/11, = J l /w T *  ’v/2

11/11^,= Х р я ' / м г *
U p

Viri“e

а при p = oo

||/II ,= « *  sup £ | />'/(*)!•
xe/2 |r|*a

Для вывода основных результатов в главе 1 получен ряд вспомога

тельных утверждений. Для того, чтобы сформулировать лемму 1.1, прове

дем ряд вспомогательных построений.

Разобьем квадрат I 2 на К прямоугольников следующим образом (см. 

рисунок 1).

j-i,

(4 -4 )

С

*и 1 *11 1 X.

Рис.1

Сначала отрезок [0,1] на оси Ох2 разобьем точками {х'}*0 на промежутки: 

по определению полагаем х° = 0, х" = 1,

Дх' =(х'_,,х ']  (/ = 2,3,...,#) и Ах‘ =[x2°,xj].
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Длину каждого промежутка обозначим,, как обычно, |Дх'| = х '-х '"1 

(/ = 1,2,...,#). Пусть = { А х ' -  совокупность всех промежутков.

Каждой точке множества { х ^ ] поставим в соответствие разбиение 

промежутка 0<х,^1 точками (/ = 1,2,...,#) на #, промежутков Ах',.

Причем х,° = 0, х"' = 1 при / = 1,...,#. Кроме того, полагаем

^ ',= [* 2 .^ ,] . А*2=(л1/"1»*1У/] ДЛЯ J = 2,3,...,N, И |Дд̂ | = ж/(-дг/-' (j=\,...,N,). 

Обозначим через П, прямоугольник (полосу)

п , = {(*,,*2)| 0 <х,<1,х2еДх'}, 

а через П;, - прямоугольник
п „  = { ( Х , , Х 2) |  X, €  Д х £ ,х 2 е  Д х ; } .

Ясно, что

0П„ = П( (/ = 1,2,...,#), Un̂ =/2-
>ж 1 J-1

Кроме того, отметим, что

\Пр при у = у' и / = /'
П , п П Г), =\

[0  При У' ИЛИ /*/ '

Отсюда следует, что множество прямоугольников {Пу/} является разбиени

ем основного квадрата / 2. Легко видеть, что число элементов разбиения
N

равно сумме К = ]£ # ,. Обозначим построенное разбиение через R" :
/ж1

Зададим теперь на каждом прямоугольнике Пу, фиксированный мно

гочлен степени 1 = а - \  по совокупности переменных:

V * > =  I c *v  ■

где для мультииндекса к = (^ ,^ )  е Z* под нормой | А: | понимается величина
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\k\=k]+k2 и полагается хк = xf'xf2. Таким образом, в развернутом виде 

можно записать так:

Зададим на квадрате / 2 кусочно-полиномиальную функцию 

совпадающую на каждом прямоугольнике П„ с выбранным многочленом 

вида (5).

Справедлива следующая лемма.

Лемма 1.1. Пусть R" -  разбиение квадрата I2 на N полос П( пря

мыми, параллельными оси Охх, с последующим разбиением каждой полосы 

на произвольное число N, прямоугольников Пу, (j = Пусть Тк{х) —

кусочно-полиномиальная функция, заданная на разбиении R%, на каждом 

прямоугольнике Пу/ совпадающая с некоторым многочленом РПр(х) вида 

(5) степени 1 = а - \  по совокупности переменных. Тогда Тк(х) принадле

жит классу GM билинейных функций вида (1), где М = N(l + \).

В § 1.3 главы 1 доказана лемма 2.1.

Лемма 2.1. Для каждой функции f{x) е W° (/2) , (1 < р < оо, a eN)  и ка

ждого прямоугольника П = [a},bl]x[a2,b2]czl2 существуют многочлен 

(Рп/)(х) степени l - a - 1 и конечная константа С = C(p,q,a) такие, что

при любых р, \ <р<ао, и любых q, удовлетворяющих условиям ,
Я Р  2

0<q<oo, выполняется неравенство

(5)

а при р = оо -  неравенство

II /  -  Рп/ Их,(п)£ с  IП I" SUP D  I (*1 -  "1 )r‘ (*2 -  “ г У  ■
* еП \ r \ - a

Результатом § 1.4 является лемма 3.1.

11



Лемма 3.1. Для любого разбиения R% (4) квадрата I 2, любой функции 

f(x )e W * (I2) и функции gM(x,f)<=GM, определяемой на каждом прямо

угольнике Пу< е R" по функции /(*) в соответствии с леммой 2.1, справед

ливы следующие оценки 

при 1<р<оо и 0 <q <оо

где С, С,, С2— постоянные, зависящие только от р, q и а.

Таким образом, при 0<^<®, 1 < р < о о  задача построения функции 

доставляющей наилучший порядок аппроксимации и вывод 

оценки величины

для каждой функции f (x)eW°(I2) и каждого М> а  при | | / | |1в(/2)*0 сведена

к задаче минимизации правой части неравенства (6) при 0 <  ̂< ®, 1 < р < о о  

и неравенства (8) при p - q - »  соответственно по всевозможным разбие

ниям Rnk квадрата / 2 с фиксированным числом N интервалов Ах'. (В слу- 

чае Н/1^(/2)=0 все тривиально: £ „ ((/,g) = 0).

В § 1.5 и 1.6 предлагается рекуррентный метод разбиения квадрата I 2 

на полосы и прямоугольники соответственно таким образом, что при

W fi.x)-gM(xJ)\\L̂ 1<

1

(6)

при 0 <q <оо, р — со

\ -ч
IIA ,./«IIL ,rv .(7)

|г|-а /-1 j* \

при p - q -со
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О < <7 < оо, 1 < р <оо

(9)

(здесь полагаем -  = 0 при q = оо и — = 0 при р  = оо)
Я Р

И при 0 < ^ < 00 , \ <р <00

а При 0 < ^ < 00, р =  ОО

(П)
Теперь для любой функции f ( x ) e W “(I2) легко строится билинейная 

функция gM(xyf ) 9 заданная на всем / 2. Вначале по алгоритму, предложен

ному в § 1.5 и 1.6, разобьем квадрат / 2 на полосы П,, i=l,. .. ,N, N<N,  и. 

прямоугольники Пj, так, что будут выполняться неравенства (9), (10) при 

р * оо, q * оо либо (9), (11) при 0 < q < оо, р -  оо. Для полученного разбиения 

квадрата / 2 построим кусочно-полиномиальную функцию степени 

/ = а - 1, удовлетворяющую леммам 2.1 и 3.1. Согласно лемме 1.1 эта функ

ция принадлежит классу GM билинейных функций вида (1), где М = N{l + \). 

Это и есть искомая функция gM(xyf ) . Подставляя оценки (10) и (11) в пра

вые части неравенств (6), (7) и (8), соответственно, в случае

0< q< p9 1 < / ? < о о ,  — > -—-  после некоторых преобразований для 
2 р q

f  (х) е W* С12) получим оценку

а при 1 < р  < q < оо—  оценку
1 1

13



_ а 1где С — постоянная, зависящая только от p,q ,a ,  а при — > — зависящая
2 Р

только от р  и а.

Таким методом в § 1.7 на основе полученных лемм выводятся основные 

результаты первой главы.

Отметим, что как видно из приведенных выше формулировок лемм, они 

позволяют строить аппроксимирующую билинейную функцию по функ

ции f ( x ) е W*(72) и в случае 1<p<q<co,  Однако оценки для
2 р q

Ем (/, g)q, совпадающие по порядку с выписанной выше оценкой величины 

\ f - g u lL (/2), получены ранее в работах Бабаева 1991, 1992, 1997 годов (да

же для функций любого числа переменных).

Теорема 1. Пусть 0<q<p,  1</?<да и а — натуральное число, 
1 1

— >------ . Существует константа 0 < С = C(p,q,a) < да, зависящая только
2 р q

от указанных параметров, такая, что для любой функции /(*) класса 

W*(I2) и построенной в леммах 7.7-5.7 функции gM(x) = gM(x,f) справедли

во неравенство

При 1 < р < q < да для соответствующей функции gM (х,/) справедливо 

неравенство
1_1 

м  р 4
| | / «  -  &, ( - ,/4 ., ,. ,  .

Для функций двух переменных полученное автором доказательство, в 

отличие от методов М.-Б. А. Бабаева, более конструктивно, и его легко 

реализовать в виде вычислительного алгоритма построения аппроксими

рующей функции gM(x,f)  для каждого М и каждой функции f (x)eW°(I2) .

14



В главе 2 приводится простое доказательство того, что полученная 

оценка при 0 <q <р, \ <р<со так же точна по порядку при М -► а>.

В главе 3 рассматривается интегральное уравнение Фредгольма второго 

рода (3)

где функция K(x,s) принадлежит Соболевскому классу Wpa(I2) , \ < р < о о ,  

a eN, f(x) принадлежит пространству 1Д0Д], 0 < q < оо.

Для функции K(x,s) по предложенному в главе 1 алгоритму строится би

линейная функция K(x,s) , аппроксимирующая ядро AT(x,j) в Lq(I2) с по

грешностью

и оценивается погрешность приближенного решения у интегрального 

уравнения, найденного методом замены ядра AT(x,s) на вырожденное ядро 

К(Х,5). Полученный результат формулируется в следующей теореме

Отметим, что рассматриваемый метод решения интегральных уравне

ний фактически основан на кусочно-полиномиальной аппроксимации ядра, 

которая с помощью леммы 1.1 превращается в аппроксимацию билиней

ными функциями.

В главе 4 рассмотрен случай, когда функция K(x,s) принадлежит Со

болевскому классу Wp (72), где а -  2, 1 < р < оо. Поэтому /=1 и можно ог-

о

Теорема 3. Пусть 1 < q < р < оо, а_ ]__1 
2 > р q ’

-  + -  = 1. Тогда если 
Г q

г \

то существует константа С, зависящая

только от р, q и а, такая, что
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раничиться кусочно-линейной аппроксимацией. При этом задача решения 

интегрального уравнения с вырожденным ядром K(x,s), как обычно, сво

дится к решению системы линейных уравнений. Погрешность решения 

интегрального уравнения при рассмотренной замене ядра на вырожденное 

удовлетворяет неравенству

В главе 4 разработан алгоритм приближенного решения интегрального 

уравнения (3), обеспечивающий точность (12), который заключается в сле-

1. По рекуррентным соотношениям определяются значения х,, / = 1,..., N 

для разбиения квадрата на полосы прямыми х = х,, i = О,..., N .

2. По рекуррентным соотношениям определяются значения stJ для разбие

ния каждой полосы х, < х < х/+1, / = О,..., N -1 на прямоугольники прямы

ми 5 = Sy .

3. На каждом прямоугольнике полученного разбиения ядро К(х, s) заменя

ется линейной функцией двух переменных, которая строится путем раз

ложения K(x,s) по формуле Тейлора первого порядка с центром в сред

ней точке прямоугольника. Таким образом производится замена ядра 

билинейной функцией на основе линейных сплайнов, а построенное 

приближенное решение у  интегрального уравнения (3) удовлетворяет 

оценке (12), где М = 2 N .

Алгоритм реализован на ЭВМ, и приведены примеры, позволяющие 

сравнить точное решение интегрального уравнения (3) с приближенным.

В заключение выражаю искреннюю глубокую благодарность моему на

учному руководителю Николаю Ивановичу Черных, а также Виталию Вла

димировичу Арестову и Юрию Николаевичу Субботину за поддержку и 

проявленный интерес к моим исследованиям.

(12)

дующем:
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