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Аннотация. Обсуждаются перспективы формирования исследовательских и пред-
метно-методических умений студентов при решении учебно-адаптированных задач приклад-
ной математики. Показано, что задачи из класса задач о преследовании являются подходящим 
дидактическим средством для достижения цели. 

Abstract. The prospects are discussed for developing students' research and subject-method-
ological skills when solving educationally adapted problems of applied mathematics. It is shown that 
problems from the class of pursuit problems are a suitable didactic tool for achieving the aim. 
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Исследование выполнено в рамках государственного задания Министерства просвеще-

ния Российской Федерации по теме «Формирование исследовательских и предметно-методи-
ческих умений учителей математики и информатики с применением цифровых лаборатор-
ных работ и симуляторов». 

 
Уровень математической подготовки школьников и абитуриентов вузов 

снижается год от года. Одной из главных является проблема мотивации 
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обучающихся к изучению предмета, доказательности практической полезности 
математики в реальной жизни. Методисты-исследователи настойчиво ищут спо-
собы повышения мотивации школьников и студентов к изучению предмета [5; 7; 
9–11]. Опыт автора показывает, что лабораторные работы по математике (ЛРМ) 
хорошо подходят для решения проблемы [2–4]. ЛРМ вызывают эмоциональный 
интерес обучающихся и с удовольствием выполняются ими. Однако в палитре 
педагога должны быть и другие учебные инструменты.  

Целью статьи является обсуждение перспектив формирования исследова-
тельских и предметно-методических умений студентов при решении учебно-
адаптированных задач прикладной математики (в классе задач о преследовании 
в 2D и 3D пространствах).  

Под задачами прикладной математики понимаются задачи, вытекающие из 
проблем реального мира, решаемые на страницах научных изданий профессио-
нальными математиками-прикладниками. Задачей педагогов-методистов явля-
ется грамотная адаптация профессионально решаемых задач к уровню матема-
тической подготовленности студентов. Учебно-адаптированные задачи из класса 
задач о преследовании в системе «хищник–жертва», подкрепленные компьютер-
ными симуляциями, являются подходящим дидактическим средством для дости-
жения цели работы [1; 6; 8; 11]. С учетом краткого формата статьи, ограничимся 
представлением задач о преследовании в евклидовом 2D и 3D пространстве с 
произвольными начальными углами прицеливания. 

 
Рис. 1. Кривая преследования с начальным углом прицеливания α0 

 
Постановка 2D задачи. Объект B (жертва) движется параллельно оси Ox с 

постоянной скоростью v из начальной точки B0(x0, h). Объект A (хищник) дви-
жется из начальной точки O(0, 0) с постоянной скоростью u так, что вектор u все 
время направлен на точку B (рис. 1). Начальный угол прицеливания равен 0 < α0 
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< 180°. Найти уравнение y(x) траектории движения хищника (кривую преследо-
вания), другие существенные характеристики преследования. 

Кривая преследования 2D [1]. Уравнения движения объекта B: 
xB = x0 + vt = h ctg α0 + vt;  yB = h.                             (1) 

Из рис. 1 очевидна следующая система соотношений: ௛ ି ௬௫బ ା ௩௧ି௫ = tg α = ௗ௬ௗ௫ ≡ y′.  (2) 

Начальные условия для объекта A суть: 

y(t = 0) = x(t = 0) = 0; ቀௗ௬ௗ௫ቁ௧ୀ଴ = tg α0. (3) 

Отметим также, что u = ඥ𝑢௫ଶ + 𝑢௬ଶ   = ௗ௫ௗ௧  ඥ1 + 𝑦′ଶ, откуда ௗ௫ௗ௧ = ௨ඥଵା௬ᇱమ. После 
дифференцирования по времени выр. (2), имеем: ௛ ି ௬௬ᇱ  = x0 + vt –x, −௬ᇲమା(௛ ି ௬)௬ᇳ௬ᇲమ  = v ௗ௧ௗ௫ –1. 

После преобразований получаем математическую модель задачи о пресле-
довании в форме дифференциального уравнения II порядка (ДУ-II): 

– k (h –y) y″ = 𝑦′ଶඥ1 + 𝑦′ଶ,                                      (4) 
где параметр k = u/v. ДУ-II (4) специального вида интегрируется путем по-

нижения порядка с помощью подстановки ௗ௬ௗ௫ = p = p(y). 
Результат решения может быть представлен в форме параметрически за-

данной кривой преследования (уравнения траектории хищника), 0 ≤ς ≤ 1: 
1 11 1

0 01 1( ) ctg tg ; ( ) (1 ).1 12 2 21 1
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Координаты жертвы и время преследования есть, соответственно, 
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После того как студенты освоили решение задачи о преследовании в ев-
клидовом 2D пространстве, подкрепив в рамках ЛРМ теоретические знания ком-
пьютерными симуляциями собственной разработки, резонно перейти к рассмот-
рению задачи о преследовании в 3D пространстве. 
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Рис. 2. 2D кривые преследования при различных начальных углах прицеливания: (a) 

0 60   ; (b) 75°; (c) 90°; (d) 105°; (e) 127°; (f) 140°. Белые кружки и белые ромбы –посекунд-
ные положения хищника и жертвы, соответственно. Черные кружки и черные ромбы –поло-
жения хищника и жертвы через каждые 5 с. Прямые –начальные линии визирования. Каждая 
диаграмма смещена относительно соседней на 15000 м по оси ординат. Значения параметров: 
v = 300 м/с; u = 500 м/с; h = 10000 м. 

 
Постановка 3D задачи. Объект B (жертва) движется параллельно оси Ox 

евклидова 3D-пространства Oxyz с постоянной скоростью v из начальной точки 
B0(x0, y0, z0 = h). Объект A (хищник) движется из начальной точки O(0, 0, 0) с 
постоянной скоростью u так, что вектор u все время направлен на объект B. 
Начальный угол прицеливания α0, отсчитываемый от плоскости Oxy (угол воз-
вышения), лежит в пределах 0 ≤ α0 ≤ 90°; начальный угол прицеливания φ0, от-
считываемый от оси Ox в плоскости Oxy (азимутальный угол), –180° ≤ φ0 ≤ 180°. 
Найти уравнение кривой преследования z(x, y), другие характеристики преследо-
вания. 
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Рис. 2. 3D кривая преследования при начальных координатах жертвы (x0, y0, z0) = (-

20000, 10000, 10000). Кружки отражают движение хищника, треугольники –жертвы.  
 

 
Рис. 3. То же, что на рис. 2 при (x0, y0, z0) = (0, 10000, 10000). 
 
Задача о преследовании в 3D пространстве может быть путем преобразо-

вания пространства сведена к решению 2D задачи о преследовании. Уравнения 
движения хищника (x(ζ), y(ζ), z(ζ)), 0 ≤ ζ ≤ 1: 

1 11 1
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0 0(1 )ctg siny h     ; (1 )z h   . 
Уравнения движения жертвы (xB(ζ), y0, z0): 
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Выборочные результаты компьютерных расчетов для случая 2D задачи о 
преследовании приведены на рис. 2; для случая 3D –на рис. 3 и рис. 4. Варьиру-
емые параметры: в случае 2D –начальный угол α0; в случае 3D –начальные коор-
динаты жертвы x0 и y0. 

Комментарий. Несомненно, что класс задач о преследовании в различных 
постановках обладает большим дидактическим и прикладным потенциалом [1, 
11]. Задача о преследовании хищником жертвы в рамках выбранной адаптиро-
ванной постановки может быть рассмотрена и решена в рамках курса «Диффе-
ренциальных уравнений» или подходящих курсов по выбору. Ни на каком этапе 
решения не требуются знания, выходящие за пределы стандартной вузовской ма-
тематики. Вместе с тем, для прохождения всего пути требуются немалые интел-
лектуальные усилия от обучающихся, грамотно направляемые педагогом. Таким 
образом, задача о преследовании лежит, по Выготскому, в зоне ближайшего раз-
вития студентов-математиков старших курсов педагогического университета, и 
потому активно способствует их профессиональному развитию в качестве учи-
телей-предметников. По В. А. Тестову [7], целостность содержания обучения до-
стигается при динамическом балансе компонент его триады: фундаментально-
сти, гуманистической ориентации и практической направленности; и класс задач 
о преследовании обеспечивает гармоничное сочетание этих компонент. 

Педагогический эксперимент. Автором был задуман и проведен пилотный 
педагогический эксперимент для иллюстрации справедливости вышесказанного. 
Экспериментальная группа –студенты предвыпускного 4 курса заочного отделе-
ния гр. Мат-2031з (16 чел., возраст 29,1 ± 9,4 лет), обучающиеся по направлению 
подготовки «44.03.01 –Педагогическое образование. Математика». Дисци-
плина –курс по выбору «Избранные вопросы высшей математики для формиро-
вания исследовательских и творческих способностей». В рамках лекционной ча-
сти курса студентам было представлено общее решение задачи о преследовании 
в системе хищник –жертва в евклидовом 2D пространстве для произвольного 
начального угла прицеливания [1]. На практических занятиях по дисциплине 
были актуализированы предметные знания студентов по математическому ана-
лизу (дифференциальное и интегральное исчисление) и дифференциальным 
уравнениям. В ходе эксперимента студентам для специального случая задачи о 
преследовании (α0 = 90°, u = v) было предложено самостоятельно получить точ-
ные выражения для траектории (кривой преследования) в форме параметрически 
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заданных координат хищника (x(ζ); y(ζ)) и жертвы (xB(ζ); yB(ζ) = h); найти рассто-
яние между хищником и жертвой ρ(ζ) в процессе преследования и минимальное 
расстояние ρmin; выяснить, на каком этапе преследования будет достигнуто это 
минимальное расстояние. Время выполнения работы –2 учебных часа. За исклю-
чением двух отсутствующих студентов, на проверку были сданы все работы, ни 
одна работа не получила неудовлетворительной оценки. Отличных оценок также 
не было, так как никто из студентов не получил правильных ответов на все по-
ставленные вопросы. Оценки «хорошо» и «удовлетворительно» распределились 
поровну, в зависимости от степени продвижения студентов. Выявились следую-
щие учебные дефициты студентов: невнимательность при проведении алгебраи-
ческих преобразований, отсутствие культуры пошаговой проверки результатов 
своих учебных действий, ошибки при интегрировании, неразвитость культуры 
исследования зависящей от параметра функции. 

Заключение. Проведенное в рамках рефлексивного этапа обсуждение ре-
зультатов со студентами позволило сделать вывод о перспективности предлага-
емого подхода к формированию исследовательских и предметно-методических 
умений обучающихся при решении учебно-адаптированных задач прикладной 
математики, –на примере задачи о преследовании. Подобные задачи вполне мо-
гут служить основой для учебно-исследовательских проектов хорошо подготов-
ленных и мотивированных школьников (под руководством подготовленных учи-
телей), быть темами студенческих курсовых и выпускных квалификационных 
работ. Вместе с тем, чтобы полноценно раскрыть дидактический потенциал под-
хода, необходимо обеспечить достаточно высокий уровень предметных знаний 
обучающихся по математическому анализу, дифференциальным уравнениям, ос-
новам математического моделирования. Желательно дополнение аналитиче-
ского рассмотрения задачи о преследовании компьютерными симуляциями, –для 
визуализации результатов модельных теоретических расчетов. 
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